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Resumo

Este trabalho apresenta uma proposi¢do para formulagdo de indices de custo, que incorpora os efeitos de evo-
lugdo tecnoldgica, sazonalidade da oferta e mudangas nos habitos de consumo. Estes indices poderdo fornecer
uma melhor aproximac¢do da evolugdo do bem estar econdmico da populagdo e revelar vieses existentes com
a atual metodologia baseada em cestas fixas de pregos.
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Abstract

This work presents a new proposal for cost indexes formulation which incorporates technological evolution,
production seazonality and consumption habits changing effects. These indexes can produce better estimates
of economic welfare evolution for a given population and reveal existent biases due to present methodology
based in fixed quantities and prices.

Keywords: Price indexes, utility function, linear programming;
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1. Introducio

Este trabalho tomou como base os estudos do Prof. Eichhorn e seus discipulos, [4], [5], [6], [7], os
quais desenvolveram uma teoria matematica da indexacdo. Utilizamos os resultados que obtiveram,
considerando a sua aplicabilidade ao estudo de um problema real enfrentado pelo IBGE: o célculo
do indice de custo de vida a partir de uma cesta bésica de bens (ql .q, ,...,qn) onde g, representa
certa quantidade do bem 7. Esta cesta ¢ mantida fixa, apesar das mudangas nas tecnologias, na
distribuicdo de renda, bem como nos gastos e habitos individuais de consumo. A metodologia aqui
apresentada permite incorporar tais mudangas no calculo do referido indice.

E usual considerar-se indices estatisticos de preco e quantidade como fung¢des satisfazendo a um
conjunto de axiomas que representam propriedades desejadas, coerentes com o tipo de informagéo
procurada.

Indices de pre¢o normalmente mostram a evolugdo dos pregos de uma fixada cesta de “inputs” entre
duas datas. Se esta cesta representa o conjunto de bens necessarios para a obtenc¢ao de certo “output”
na data inicial, ela pode néo ter a mesma significancia na data final, devido ao fato da produtividade
relativa de alguns “inputs” ter sofrido variagdes no tempo causadas pela evolugao tecnologica, pela
sazonalidade das ofertas ou mudanga de habitos de consumo.

2. Objetivos

Propomo-nos a desenvolver uma axiomatica de indices de custo semelhante a axiomatica de indices
de pregos, mas essencialmente diferente pelas seguintes razdes:

a) Os indices de custo devem representar a evolugdo do custo de produtos utilizados na satisfagio
de necessidades especificas. Interessa-nos, portanto, a satisfagdo dos “outputs”.

Os produtos fisicos ou a satisfagdo de necessidades nio serdo definidos através de uma cesta de
“inputs”, mas serdo condicionadas a satisfacdo de niveis de utilidade (pré-fixados ou definidos
por limites inferiores).

b) O conjunto de axiomas adequados a definicdo de indices de custo ¢ diferente do conjunto de
axiomas para indices de precos. Veremos que, por exemplo, nem a propriedade de identidade
nem a de proporcionalidade s@o desejaveis quando se trata de indices de custos.

c) A composi¢do dos “inputs” dos indices de custo deve poder variar a cada periodo, dependendo
da func¢@o utilidade valida no periodo e da aplicacdo do critério para atualizar os “inputs” rela-
tivos a cesta de bens. A funcdo utilidade variara de acordo com a evolugdo tecnoldgica, a oferta
sazonal (ou seja, com a disponibilidade ocasional dos componentes dos “inputs”) e com fatores
psicoldgicos ou sociais que podem alterar os habitos de consumo.

O critério de atualizagdo dos “inputs” de cesta de bens (por exemplo, 0 menor prego global) condu-
zird a uma escolha entre multiplas alternativas que satisfagam as condi¢des relativas aos niveis de
utilidade. Esta escolha dependera das conjunturas de mercado (prego dos diferentes componentes
dos “inputs”).
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3. Indices de custo - defini¢io

A defini¢o de um indice de custo ¢ feita através de uma fung@o que satisfaz a um conjunto de axio-
mas (conforme Allen[1] e Fischer [8]) :

F:RY xR = R..

[qa,pa’qb’pb]_> F[Cla,pa,qb,pb] (1)

onde ¢°20,g">0,p >0e p’>0, g = [qf Gy, q"] ¢ um vetor de quantidades de “inputs” i na
dataa e ¢" é um vetor de quantidade dos mesmos “inputs” na data b; p” = (pf D5 P:) e p®sdo

vetores de pregos dos “inputs” nas datas a e b.

Os axiomas a que devem satisfazer os indices de custo sdo os seguintes:

1) Axioma dimensional de preco
a a _b b a a
Flg' . ap',d" ap' )= Flg', ptg’ p" 10 e R 2
ii) Axioma de comensurabilidade

Para A€ RV,

:Fliqdubd’qhubbil )

x_:_k_K el P =P AP

iii) Axioma da homogeneidade linear
a a b b a a b b
F[q p g Ap ]:k.F[q p g p ]Vke R.. 4)
iv) Axioma da Identidade restrita
(g0 4 p)= ®
v) Axioma da monotonicidade
r a a b b SF a a b b b> b
q.p°q'p |2F|q p g’ pt |epzp!
r a a b b <F a a b b b< b
q'p g’ p|=F|q p g pl | p ep!

Observagdo: ¢ excluido o axioma da identidade: Achamos que a propriedade da identidade néo ¢

(6)

desejavel, por isso ndo a incluimos entre os axiomas.
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Sua expresséo seria

a a b b (7)
(g p.q.p)-1
A razo para isso € que queremos construir um indice capaz de medir a evolugdo do custo (do
produto) ou da satisfacdo de uma necessidade entre duas datas. De fato a evolugdo tecnoldgica,

por exemplo, entre a 1* e 2* etapas, pode economizar alguns elementos do “input” na obten¢édo do
mesmo produto.

Neste caso, se 0s pre¢os permanecerem constantes, o indice de custos (do mesmo modo que o custo)
deve apresentar uma reducdo e f (q ‘i p ‘j q b, p “) <1- Consequentemente a propriedade de propor-
cionalidade expressa por

Flg'p'q ap'|-2 ®)

também ndo pode ser aceita como axioma.

4. Propriedades dos indices de custo

As seguintes propriedades sdo desejaveis, porém ndo obrigatorias aos indices de custo, segundo Lins
(12):

1) Circularidade
F(q'piq p)xe(qip'a p)-r(ap g p) ©)
ii) Determinagdo generalizada

A funcdo F assume um valor determinado finito e positivo para quaisquer valores dos argumentos.

iii) Continuidade

A funcdo F ¢ continua em todo o seu dominio.

iv) Derivabilidade

A fungio F deve ser derivavel em relagcdo a cada uma de suas variaveis, ou admitir derivadas dife-
rentes a esquerda e a direita, mas Unicas.

v) Simetria

Em relacéo a todos os elementos do input, a permutacdo dos mesmos nao afeta o valor da funcéo.
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5. Proposicdo do uso de uma funcéo utilidade

Para atingir o objetivo proposto, devemos escolher como indice de custo uma funcéo de pregos e
quantidades dos inputs i em duas datas a e b, satisfazendo a definicdo e aos axiomas desejaveis:
F[qq, pi q ; p b}, escolher uma funcéo utilidade, uni ou multidimensional, U = ¢ (q z) e estabelecer um
critério para obter ¢, envolvendo a funcdo utilidade, de modo a assegurar que o vetor quantidade
satisfaz a determinado nivel de utilidade N (arbitrado)

U=¢(Q)2N ou U=9¢(Q)=N (10)

O indice de custo aqui proposto, sera obtido como uma fungdo m-dimensional , segundo Lins [12]:
a a b b qb-pb
Fa-p-q9pP)—=
( ) q-p (11

onde o produto dos vetores q' € p' em qualquer data é obtido a partir da solugio de um problema de
programagcao linear, formulado a seguir:

Adota-se uma funcdo utilidade m-dimensional [Ut ] = [Ct] x [Qt] onde [C ' ] ¢ a matriz de coe-
ficientes tecnoldgicos (muda de acordo com o desenvolvimento tecnoldgico), e [Uf ] sera um vetor,
onde cada elemento é uma combinagdo linear de diferentes quantidades q’ .

« g . . t r 7 :
O critério para estabelecimento de g a cada periodo € o seguinte :

qr:[qz,q ;qtqt} deve minimizar o custo total p' x ¢' satisfazendo ao conjunto de restrigdes da
forma {7'=¢(q")>N.q 20,p >0 onde N € o limite inferior de satisfagdo de necessidades e também
[Sf],[qf } Z[Kf , onde [S'] reflete caracteristicas de habitos, que sdo subjetivas e variam com o

. o L[N
Ou seja {SJ X [q ] > {Kt} (12)

Desta forma:

tempo.

. ~ . . ;. t . .
A atualizacdo da matriz de coeficientes tecnoldgicos C' atualiza o conjunto de elementos que com-
poe o indice, e garante a atualizago tecnologica.

A estabilidade de N, no tempo, garante a manuteng¢do do nivel de utilidade.

A sazonalidade e a eventual falta de componentes de “input” reflete-se na alteragdo do prego p; ,
influenciando a escolha de g .

6. Concepcio de um sistema de indices de custo de vida

Consideremos um conjunto de necessidades no campo de nutri¢do, vestuario, habitagdo, transporte,
satde, educagio, lazer, etc. a serem supridos por itens de consumo (“inputs”) 1. Cadaitem1 parti-
cipa na oferta de certa necessidade [, de acordo com o coeficiente de proporcionalidade CtH’i . Esta
participa¢do ¢ cumulativa, isto &, a participagdo de 1 na satisfagdo de determinada necessidade L
nio interfere na sua participagdo em outra necessidade.
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Os coeficientes C‘H,i variam com o tempo t, de acordo a evolugdo tecnologica e o desenvolvimento
dos produtos usados como “inputs” no sistema. Por exemplo, uma necessidade basica no campo
de nutrigdo, como a proteina, pode ser suprida por diferentes alimentos disponiveis (“inputs”). A
composi¢do em nutrientes destes alimentos pode modificar-se com o uso da biotecnologia. Novos
tipos de alimentos podem ser industrializados ou comercializados ou novas variedades de vegetais e
animais podem ser desenvolvidos, adicionando novos elementos de “inputs” disponiveis ao conjun-
to anterior, e alterando a matriz [C'], composta dos coeficientes Ctp,i Cada coluna da matriz [C'],
composta dos coeficientes Ctu’i corresponde a um elemento de “inpuf” 1, e cada linha corresponde
a uma necessidade basica [L.

Se considerarmos, agora, a fun¢io utilidade
U :R/ ->R"!
(6]1:6]z»wq,qu]—’UlUﬁz»-inin. : (13)

cada componente U L representa a quantificacdo da satisfacdo de uma necessidade [L. Esta pode ser
considerada, como todo modelo linear, uma aproximacéo valida dentro de certos limites, dada por:

U, =2.C. -4, o [U']=[C"].[q'] (14)

1

Isto ¢, a funcdo utilidade serd igual ao produto da matriz de coeficientes pelo vetor quantidade.
Para determinar o vetor q' que compora o indice, formulamos o seguinte problema de programagao
linear:

O primeiro conjunto de restrigdes [Uﬂ = [C t] . [qt ] > [N] (15)
onde [N] = NN, . Nluw N ] corresponde ao nivel minimo de satisfagdo das necessidades.

O segundo conjunto de restrigdes: [Sf] x [qt] > [K‘} (16)
corresponde ao atendimento das necessidades subjetivas correspondentes a preferéncias e habitos.

Desejamos minimizar o prego da cesta de bens, dada por p' x ¢'. O problema de programa-
¢do linear consiste, portanto, em:

Min Z=p' x ¢’

C’ o > N
tal que g [q ] Z |k (17)

onde N independe do tempo e K depende do tempo (considera tendéncias, ciclos e sazonalidade).

7. Aplicac¢iio ao custo de vida: um exemplo simplificado

Para fins de ilustracdo, apresentamos a seguir um exemplo de aplicac@o do indice de custos proposto
em comparagio a um indice de precos (Laspeyres) tomando-se como base um pequeno conjunto de
insumos do setor de alimentagao.
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Nao foi incorporada a variagcdo da composi¢do dos “inputs” i dos indices de custo propostos a cada
periodo CtH’i de acordo com a evolugdo tecnoldgica, a oferta sazonal, assim como dos fatores psi-
coldgicos ou sociais S‘H’i que podem alterar os habitos de consumo. Considerou-se apenas a pos-
sibilidade de mudanca dos niveis de utilidade em fun¢@o da variagdo dos precos dos “inputs” pti,
relativos a uma cesta de produtos no setor de nutricio composto de seis itens. Vamos admitir que
apenas trés dos seis itens participam do célculo do indice. Na verdade, a escolha da quantidade e a
selecdo dos itens faz parte do processo de modelagem no método aqui proposto. Sdo os seguintes os
pesos atribuidos aos itens:

feijao soja lentilha ervilha trigo milho
pesos 0 1,428571 |2,857143 |0 0 1,428571

Supomos as necessidades [N] caracterizadas apenas pelos nutrientes vitamina, proteina e sais mine-
rais, excluindo-se questdes de gosto ([Kt]). Seja, por exemplo, [N]=[ 20 20 20].

A matriz de coeficientes Cui da tabela abaixo representa a composi¢do hipotética, em unidades de
nutrientes, de cada item de consumo:

feijao soja lentilha ervilha trigo milho
vitamina 1 2 3 4 5 6
proteina 6 5 4 3 2 1
sals 5 6 2 5 3 4
minerais

As variagoes de preco poderdo afetar as quantidades / pesos dos itens componentes da cesta.

Suponhamos que os precos p, , em R$, dos itens nos anos zero, t e t’ tenham sido os seguintes:

feijao soja lentilha ervilha trigo milho
ano zero 1 1 1 1 1 1
anot 1 1,1 1,2 1,3 2 1,5
anot’ 1,5 2 1,3 1,2 1,1 1

As quantidades de alimentos utilizadas no calculo do indice de precos de Laspeyres néo se alteram
nos anos zero, t e t’. No caso do indice aqui proposto, sdo as necessidades minimas de nutrientes
(vitaminas, proteinas e sais minerais) a serem consumidos por uma familia, que ndo se alteram. As
quantidades de alimentos sdo determinadas de forma a permitir substitui¢des entre alimentos, man-
tendo o mesmo nivel de satisfagdo (no caso, apenas através de nutrientes).

Observa-se nos resultados da tabela abaixo que a a variagdo de precos simulada para o ano t ndo
acarretou diferencas entre os dois indices, uma vez que ndo houve alteragdo na cesta de produtos
adotada para composic¢do do indice de custos proposto: soja, lentilha e milho. Entretanto, a oscilagéo
de precos simulada para o ano t’ fez com que ocorresse uma alteragdo da cesta, resultante do modelo
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de otimizagdo adotado, substituindo-se a soja pelo feijdo. Ao contrario do indice de Laspeyres, ndo
houve variagdo do indice proposto entre os anos t e t’. Isto porque este indice ndo altera-se sempre
que o pre¢o de um alimentos muda, mas sim quando o pre¢o que € necessario pagar pela quantidade
minima de nutrientes (preco-sombra) altera-se. Incorpora, portanto, relacdes e critérios de substitui-
¢do entre itens de consumo.

Faz sentido determinar, entdo, a partir dos pre¢os sombra dos nutrientes, ¢ da composi¢ao de cada
alimento da cesta, o prego maximo (custo de oportunidade) acima do qual cada item deixara de in-
tegrar a cesta. Assim também, dada a composi¢do de outro item que ndo integra a cesta, haverd um
prego abaixo do qual este devera participar da composi¢do da mesma.

indice de indice de custos

Laspeyres proposto

quantid. quantid. g, quantid. g,
ano zero | anot anot ano t anot
feijao 0,00 0,00 0,00 0,00 1,54
soja 1,43 1,43 1,43 1,43 0,00
lentilha 2,86 2,86 2,86 2,86 2,20
ervilha 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
trigo 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
milho 1,43 1,43 1,43 1,43 1,98
Ip, xq 5,71 7,14 8,00 7,14 7,14
indice 1,00 1,25 1,40 1,25 1,25

Seria possivel acrescentar a modelagem dos habitos ou preferéncias através de ponderagdes sobre
um grupo de alimentos considerados substituiveis entre si, contanto que pelo menos um deles seja
utilizado na alimentagdo familiar em cada grupo. O numero de restri¢des sobre os nutrientes ¢ ha-
bitos ird determinar o nimero de produtos a serem considerados na cesta. Finalmente, vale ressaltar
que poderiam ser estabelecidas também restri¢des sobre as quantidades maximas de determinado
item, disponiveis para consumo, na composi¢do da cesta.

8. Aplicacdo a um indice de construcio civil: o sinapi

O método proposto foi parcialmente aplicado por Lins [10],[11] ao SINAPI - Sistema Nacional de
Pesquisa de Custos e Indices de Construgio Civil, criado em 1969 pela equipe do BNH [2], e atual-
mente gerenciado pela Caixa Economica Federal [3] e pelo IBGE.

O indice SINAPI, a nivel de cada Unidade Geografica de Informagao (UGI) U, da data t em relagéo
a data t; ¢ dado pela relagdo entre os custos médios de construgdo CMU entre estas duas datas:

ISU(ULt, t,) = CMU( U, t)/ CMU(U, t,)

O custo médio da construgdo a nivel de UGI ¢ dado pela média ponderada dos custos de projetos-pa-
droes CPPU (custos unitarios, por metro quadrado de construcdo, de projetos associados a padrdes
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de acabamento P ), considerando-se como pesos os coeficientes de incidéncia CIU de cada projeto-
padrdo na UGI:
CMUU )= ZCPPU(U,Pp,t).(CIU(U,PP))

P

»
O custo unitario de um projeto-padrio, por sua vez, ¢ dado por uma combinagio linear dos custos

unitarios dos diversos servigos de construcio neste padrdo CS, (pisos, paredes, janelas, instala¢des,
etc.), através dos coeficientes expressos como um vetor de quantidades de servigos QSP:

CPPU(U,Ppt)= ) QSP(Py,5,)CSp(U ,Sp t)
Sp

Finalmente, o custo unitario de cada servigo de constru¢do em determinado padrio de acabamento
¢ dado por uma combinagdo linear dos precos dos insumos componentes, sendo que os coeficientes
representam os coeficientes técnicos segundo os quais cada insumo participa da composi¢do do
Servico.

Esta composigéo linear de precos de insumos representa a composi¢do orcamentaria da unidade de
servico. Contudo, um mesmo servi¢o, em um mesmo padrdo de acabamento, pode ser executado se-
gundo diferentes especificagdes alternativas. Por exemplo, os pisos de salas em padrio alto poderiam
ser especificados em marmore, em parquet ou em frizos. A cada especificacdo o corresponderia uma
composicdo k (Sp , 0, 1), referente a participagdo de cada insumo i em um servigo Sp de padréo p.
Apresentam-se, portanto, composigdes alternativas correspondentes as especificacdes alternativas

O custo da unidade de servigo S no padrio p, na UGI U, na data t, segundo a especificacdo alterna-
tiva a, € dado pela atribui¢do dos precos dos insumos componentes PI1 (U, t, 1):

D k(Sp,,i).PI(U t,i).

A implementagdo feita até¢ o momento, do modelo de otimizagdo linear ao SINAPI consistiu em
considerar as diferentes composigdes alternativas para a execugdo de cada servigo e padrio de aca-
bamento, calcular os custos unitarios e escolher a alternativa de menor custo para a composi¢do do
indice. Assim, o custo unitario do servigo S,,em padrio p, na UGI U na data t seré:

CSp(U,Sp,t)=MIN D k(Sy,0,i).PI(U t,i), variando-se a.

A escolha da especificacdo de um servigo em um padrio de acabamento pode recair em diferentes
alternativas, em diferentes UGI, e pode, em uma mesma UGI, mudar de uma data para outra.

No sistema de indices de custo de vida cada elemento de insumo pode atender cumulativamente
a mais de uma necessidade - um alimento, por exemplo, satisfaz a necessidades de vitamina A,
proteinas e glicidios. No sistema de indices de construg@o civil, o elemento de insumo incluido na
composi¢do do servigo Sp de padrdo p atua exclusivamente nesse atendimento - os tubos de PVC
ou aco galvanizado, por exemplo, sdo insumos de diferentes composicdes alternativas destinadas a
satisfazer a necessidade de agua fria, a um nivel de atendimento de 5 pontos. Por este motivo, a ma-
triz de coeficientes de atendimento [C'] relaciona cada necessidade (paredes e telhado para protegdo
do frio e da chuva, instalagdes de agua e esgdto para prover saneamento, iluminacdo, ventilagdo ou
agua, por exemplo), representada por uma unidade de servigo, com as especificagdes alternativas
capazes de atendé-la. E uma matriz com elementos zero e um. Multiplicada pelas quantidades de
servigos q' (das composi¢des alternativas), deve satisfazer as necessidades em seu nivel minimo N

92 Pesquisa Operacional para o Desenvolvimento, v.1, n.1, p.84-94, Janeiro a Abril de 2009



Estellita Lins, Fuks & Estellita Lins — Concepgao de um sistema de indices de custo com base em um modelo de otimizag&o linear

(vetor que especifica as necessidades residenciais tais como: 7 pontos de luz, 50 metros quadrados

de piso, etc.). As quantidades q' serdo determinadas pelo problema de otimizagdo Min Z = pt X q’

tal que [Ut} = [Ct] X [qt] >N.
Cabe observar ainda que a busca da solugdo 6tima no caso do SINAPI foi bastante simplificada pelo

fato de que o conjunto de solugdes vidveis candidatas a tima ndo ¢ um conjunto convexo, mas um
namero finito de solug¢des discretas especificadas pelas composi¢des de insumos em cada servigo .

Na aplicagdo ao SINAPI constatou-se a ocorréncia de diferentes cestas de insumos entre localidades
distintas, com automatica adaptacdo as conveniéncias econdmicas locais. Bem mais rara é a mudan-
¢a no tempo da cesta adotada para uma mesma UGI, e quando isto ocorre, verifica-se a proximidade
dos custos entre as duas alternativas: a substituida e a substituta.

A minimizagdo do custo de produ¢do da construgdo, fixada a utilidade, adequa a composi¢ao as
oscilagdes de pregos dos elementos de insumo.

9. Conclusdes

Conforme proposto no presente artigo, para obtermos o indice de custo de vida, que indique a sua
evolugdo entre as datas a e b, devemos resolver um problema de programacao linear em cada data.
Com a minimizag¢o do valor da fun¢fo objetivo nestas datas obteremos as solu¢des otimas:

-nadataa: Z“ =p“ q*
-nadatab: Z" =p’ 4"
O indice sera dado pela razdo entre estes 6timos:

b b

F (qd>pd>qb>Pb) = % (18)
r-q

Os limites inferiores de satisfagdo das necessidades, N, que sdo considerados como constantes, asse-

guram que o indice mede a evolugdo do custo de um produto com utilidade efetiva constante. Estes

limites devem ser adequados a uma classe especifica de familias (socio-econdmica).

A atualiza¢do do conjunto de elementos “inputs” € dos coeficientes de satisfagdo C tui asseguram a
adequagdo da evolugdo tecnoldgica. As restrigdes relativas aos limites das quantidades do segundo
conjunto de restricdes levam em conta as condigdes de habitos de consumo.

A minimizacdo do custo total de uma cesta de bens torna adequada a composi¢io de ¢' as condigdes
sazonais € de eventural caréncia de determinados itens. Identicamente, a analise de sensibilidade
relativa a matriz S’ pode sugerir a indugéo de pequenas mudancas dos habitos e permitir a satisfacdo
de niveis de utilidade com custos menores.

A aplicag@o ao caso do SINAPI ilustra a possibilidade de mudanga temporal e principalmente re-
gional na cesta de insumos , pois considera as solugdes alternativas capazes de satisfazer a demanda
individual por servigos que atendem a cada necessidade dentro de um determinado padro de aca-
bamento.
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