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RESUMO

A importancia prética do problema de empacotamento de retangulos é destacada na lite-
ratura para diversos tipos de inddstrias. Em particular, pesquisadores da drea de Otimizacio t€m
proposto diversos modelos de Programacao Linear Inteira Mista e métodos de solu¢do. No entanto,
ha uma caréncia de investigacdo empirica e comparativa entre modelos e pacotes computacionais.
Para explorar tal lacuna, foram avaliados pacotes gratuitos e comerciais baseados em branch-and-
cut para a solucdo de instancias tipicas da literatura do problema de empacotamento de retangulos.
Os experimentos compararam os pacotes e modelos segundo a qualidade dos limitantes e o tempo
computacional. Os resultados permitem nao apenas uma comparacgao entre os pacotes e mode-
los, mas também uma avalia¢do gerencial sobre o investimento na obten¢do de licenca de pacotes
comerciais.

Palavras-chave: Empacotamento, Solvers, Otimizacao, Programacao linear inteira mista.

ABSTRACT

The rectangle packing problem is relevant in many practical contexts as shown in the Op-
timization literature. Particularly, researchers have been proposing different Mixed Integer Linear
Programming Models and solution methods for decades. However, there is a lack of empirical
and comparative evaluation between models and solvers. To bridge this gap, we evaluate free and
commercial branch-and-cut-based solvers when applied to typical literature instances of the rec-
tangle packing problem. The experiments analyze solvers and models according to bound quality
and computational time. The results allow not only a comparison between solvers and models but
also management insights related to of commercial software licenses.
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1. Introducao

Problemas de corte e empacotamento possuem bastante importancia cientifica e industrial.
Esses problemas vém sendo estudados hd décadas na drea de Pesquisa Operacional (Wischer et al.,
2007; Dyckhoff, 1990). Além de estarem relacionados ao desenvolvimento da drea de Otimizacdo
em si (Kantorovich, 1960; Gilmore e Gomory, 1961), o niimero de publicacdes relacionadas tem
aumentado recentemente (Iori et al., 2021).

Os problemas de corte e empacotamento atendem a diversas demandas industriais. Um
dos desafios dos profissionais da area de Pesquisa Operacional estd nas escolhas das ferramentas
a serem utilizadas para atacar o problema de interesse. Isso também ocorre ao se definir uma
abordagem para a solug¢do de problemas de empacotamento. Em particular, a escolha de paco-
tes computacionais resolvedores de Problemas de Programacao Linear Inteira Mista, baseados no
brach-and-cut, (p.e. CBC, SCIP, Gurobi e CPLEX) pode considerar além da qualidade das solu-
¢des obtidas, o custo de se adquirir a ferramenta. Em geral, hd um compromisso entre o custo da
ferramenta e a qualidade da solucdo que serd obtida.

Gleixner et al. (2021) ressaltam que os resultados obtidos com experimentos comparando
o desempenho médio de resolvedores ndo devem ser diretamente estendidos para qualquer classe
de problemas (ou aplicacdes). Dessa forma, com este trabalho, pretende-se auxiliar na escolha
da ferramenta de melhor custo-beneficio para industria interessada tanto para aplicacdo direta de
modelos de Programacdo Linear Inteira Mista como para implementacio de solugdes baseadas em
modelos (métodos exatos e matheuristicas).

Ha diversas classes de problemas de empacotamento (vide, por exemplo, o trabalho de
Waischer et al. (2007)). Para o escopo deste estudo foi selecionado o problema de empacotamento
bidimensional de itens retangulares dentro de um tnico recipiente retangular com o objetivo de
maximizar o valor dos itens escolhidos para o empacotamento. Na tipologia de Wischer et al.
(2007), o problema de empacotamento de retingulos mencionado pertence as classes Single Large
Object Placement Problem (SLOPP) e/ou Single Knapsack Problem (SKP).

Existem algumas restri¢des em relacdo ao padrao de empacotamento que podem ser neces-
sérias como, por exemplo, o corte guilhotinado com limita¢do ou ndo do nimero de estdgios. Esta
restri¢do surge principalmente em problemas de corte devido as caracteristicas do tipo de maquina
utilizada para realizar o corte. Neste trabalho, consideramos o padrdo de empacotamento nio
guilhotinado, que pode surgir isoladamente, como no problema carregamento de paletes (Alvarez-
Valdés et al., 2005), quando a maquina a ser utilizada no processo de corte ndo € do tipo guilhotina,
ou em combinag@o com outros problemas (Silva et al., 2022). Outras aplicagdes para problemas de
corte em empacotamento bidimensionais podem ser encontradas no trabalho de lori et al. (2021).

Embora existam trabalhos comparando a qualidade de pacotes computacionais (sendo o de
Gleixner et al. (2021) um dos mais relevantes), esses estudos sdo realizados em instancias desafia-
doras para Programacdo Linear Inteira Mista em geral, sem haver necessariamente caracteristicas
similares entre as instdncias. Ndo € de conhecimento dos autores um trabalho avaliando diferentes
resolvedores e modelos para conjuntos de instancias de problemas de empacotamento bidimensi-
onal ndo guilhotinado. Ao explorar essa lacuna, o objetivo desse trabalho € apresentar resultados
comparativos em ambiente computacional equivalente para instancias do problema de empacota-
mento de retangulos resolvidas utilizando os pacotes CBC (Forrest e Lougee-Heimer, 2005), SCIP
(Bestuzheva et al., 2021), CPLEX (Nickel et al., 2022) e Gurobi (Gurobi Optimization, 2021).

O restante do texto € organizado da seguinte forma. Na Secdo 2, é apresentada uma revisdao
da literatura para problemas de empacotamento bidimensional de itens retangulares e avaliacdo
de resolvedores para problemas de Programacdo Linear Inteira Mista. Na Secdo 3, ¢ definido o
problema tratado e sdo descritos os modelos utilizados nos experimentos que, por sua vez, sao
apresentados na Secdo 4. Por fim, sdo tecidas conclusdes na Secdo 5.
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2. Revisao da Literatura

Como descrito em Iori et al. (2021), na literatura, é possivel encontrar aplicacdes para pro-
blemas de empacotamento bidimensional, por exemplo, nas dreas de telecomunicacdes (Martello,
2014), diagramacio de paginas (Strecker e Hennig, 2009), escalonamento (Kwon e Lee, 2015), lo-
gistica (Xu e Lee, 2018), entre outros (Oliveira et al., 2016; Junior et al., 2022). Essa diversidade
motivou diferentes classificacdes de problemas de corte e empacotamento como a de Wischer
et al. (2007), frequentemente utilizada.

Na classificagdo de Wischer et al. (2007) os problemas podem ser classificados de acordo
com a sua func¢do objetivo, com a heterogeneidade do conjunto de recipientes, € do conjunto de
itens e com a dimensdo do problema (unidimensional, bidimensional, tridimensional etc). Os
problemas de interesse, aqui, sdo os das classes SLOPP e SKP, conforme mencionado na Secédo 1.
Ambas NP-dificeis (Iori et al., 2022).

Esta revisdo destaca trabalhos relacionados a modelagem e utilizagdo de modelos de Pro-
gramacdo Linear Inteira Mista para o problema de empacotamento de itens retangulares. Revisoes
mais abrangentes foram feitas por De Carvalho (2002), Lodi et al. (2002), Leao et al. (2020) e Iori
et al. (2021).

Seguindo o paradigma de Programacgao Linear Inteira Mista, pode-se encontrar modelos
na literatura de tamanho polinomial, pseudo-polinomial ou exponencial. Um modelo polinomial
pode ser obtido adaptando a proposta de Chen et al. (1995) desenvolvida para a versao tridimen-
sional. Um modelo similar foi proposto por Fasano (1999) cuja anédlise poliedral é realizada por
Padberg (2000). Este tipo de modelo estd baseado na decis@o de posi¢des relativas entre os pares
de itens. H4 também modelos de tamanho polinomial baseado em grafos como o de Fekete et al.
(2007). Modelos como o originalmente proposto por Beasley (1985b), que indexam varidveis
de decisdo pelas possiveis coordenadas de posicionamento das pegas, sdo tipicamente pseudo-
polinomiais. Por fim, modelos baseados no problema de cobertura de conjuntos (p.e. Gilmore e
Gomory (1965)), que enumeram padrdes de empacotamento, possuem um nimero exponencial de
varidveis.

Na literatura, esses modelos sao estendidos para resolver outros tipos de problemas. Em
Andrade et al. (2014), o modelo de Chen et al. (1995) foi adaptado para o problema de reapro-
veitamento de sobras. O modelo de Beasley (1985b) também foi adaptado para problemas que
consideram estabilidade da carga, ordem de carregamento dos itens, carregamento de paletes e
problemas com dimensdes abertas (Alvarez-Valdés et al., 2005; de Queiroz e Miyazawa, 2014;
Martello e Monaci, 2015; Junqueira et al., 2012a,b). J4 os modelos exponenciais, tipicamente
dao origem a métodos exatos de branch-and-cut-and-price (Belov e Scheithauer, 2006; Pisinger
e Sigurd, 2007) e decomposi¢do de Benders (Coté et al., 2014; Delorme et al., 2017; Coté et al.,
2021).

Em termos industriais, € importante ndo apenas identificar as abordagens promissoras fre-
quentemente (nao exclusivamente) elaboradas em um contexto académico, mas também desenvol-
ver tais abordagens para o ambiente industrial. Para isso, € necessaria a escolha da(s) ferramenta(s)
computacionais que serao utilizadas no desenvolvimento. No caso de Programacao Linear Inteira
Mista, dentre as ferramentas a serem definidas estd o pacote computacional (resolvedor/solver)
que serd utilizado na implementac3o.

Exemplos de estudos comparativos de pacotes computacionais nesse contexto podem ser
encontrados, pelo menos, desde a década de 50. Hoffman et al. (1953) propuseram diferentes
algoritmos para solucdo de problemas de otimizacao linear e observaram que muitas das conjec-
turas sobre os desempenhos relativos dos algoritmos s puderam ser avaliados empiricamente. A
avaliacdo empirica de algoritmos para problemas de Programacdo Linear Inteira Mista continua
sendo o principal método de comparacdo entre os algoritmos (Bixby et al., 1998; Achterberg et al.,
2006; Gleixner et al., 2021).

Com o estabelecimento de pacotes computacionais para a soluc¢do de problemas de Progra-
macao Linear Inteira Mista, foram também se estabelecendo conjunto de instincias de benchmar-



Castellucci et al. /18 (2024), p. 1-18

king para a comparacao experimental entre esses resolvedores. Essa comparagao utiliza conjuntos
de instancias desafiadoras (notadamente da biblioteca MIPLIB (Gleixner et al., 2021)). Mittel-
mann (2022) mantém resultados comparando o desempenho de diversos pacotes computacionais
para tais instancias. No entanto, a generalizacido das conclusdes para outras instincias (poten-
cialmente mais frequentes na préitica) ndo é recomendada (Bartz-Beielstein et al., 2020). Além
disso, a melhora de algoritmos para uma classe de instancias potencialmente degrada o desem-
penho desses algoritmos para outras classes, o que € uma consequéncia de teoremas de no-free
lunch (Haftka, 2016). Por exemplo, de Oliveira et al. (2016) compararam os desempenhos dos
resolvedores CPLEX e Gurobi para um problema de transporte com custo-fixo e concluiram que o
Gurobi forneceu melhores resultados. Os proprios autores notaram que os resultados divergem do
trabalho de Meindl e Templ (2012), que compararam ambos os resolvedores (entre outros) para
um problema relacionado a seguranca de dados.

Também encontramos outros trabalhos que apresentaram uma comparagdo de performance
ou uma revisdo dos resolvedores para a resolu¢do de problemas de Programacdo Linear Inteira
Mista usando sempre instdncias da MIPLIB, ou propuseram alguma estratégia ou configuragio
dos parametros relacionados aos recursos disponiveis. Em Linderoth e Ralphs (2005), os autores
apresentaram uma revisao de oito resolvedores ndo comerciais ou de c6digo aberto, que podem ser
utilizados de forma gratuita, destacando os seus recursos a fim de facilitar uma escolha por qual
usar para a resolucdo de um determinado problema. Ja Atamtiirk e Savelsbergh (2005) fizeram
uma revisdo dos resolvedores comerciais, especificamente dos CPLEX, LINDO e XPRESS-MP,
apontando seus recursos e possiveis ajustes dos pardmetros para um melhor desempenho na reso-
lucdo de problemas.

Estudos comparando resolvedores para problemas de empacotamento sdo escassos, duas
excecoes sdo os trabalhos de Silva et al. (2019) e Becker et al. (2023). Silva et al. (2019) realiza-
ram experimentos comparando modelos para a versao 3D das classes SLOPP e SKP, considerando
os pacotes CPLEX e Gurobi. Os resultados mostraram que o Gurobi foi superior ao CPLEX com
mais frequéncia. Conclusdes semelhantes foram apresentadas em experimentos preliminares do
trabalho de Becker et al. (2023), que avaliou diferentes formulagdes para o problema de empaco-
tamento bidimensional guilhotinado.

Apesar da literatura explorar modelos e métodos baseados em modelo para a solugdo de
problemas de empacotamento de retdngulos (e suas variantes), ndo é de conhecimento dos autores
um trabalho comparando experimentalmente diferentes pacotes computacionais para a implemen-
tacdo dos modelos e métodos propostos. Em termos préticos, essa avaliagdo empirica é necessdria
para uma decisdo informada sobre a escolha dos pacotes a serem utilizados. Este trabalho ex-
plora essa lacuna, para isso, na Secdo 3 é definido o problema de interesse e os dois modelos de
Programacdo Linear Inteira Mista implementados.

3. Definiciao do Problema e Modelos Avaliados

Seja B um conjunto de itens retangulares, cada um com seu comprimento e largura (¢;, w;) e

valor v;, @ € B, respectivamente. Considere também um recipiente retangular de comprimento L e
largura . O problema de empacotamento de retdngulos consiste em escolher um subconjunto de
itens em 3 a serem posicionados no recipiente de forma que a soma dos valores dos itens escolhi-
dos seja a maior possivel. Para isso, é necessario que os itens escolhidos estejam completamente
contidos no recipiente e ndo haja sobreposicdo entre qualquer par de itens i, j € B x B : ¢ < j.
Ainda, os itens devem ser posicionados com suas faces paralelas as faces do recipiente e ndo é
permitido rotacionar os itens. Em resumo, os pardmetros do problema sio:

* BB: conjunto de itens disponiveis.

* {;,w;: comprimento e largura, respectivamente, do item 4.

e v;: valor do item 3.

* L, W: Comprimento e largura, respectivamente, do recipiente.
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Nas subsec¢des 3.1 e 3.2 sdo apresentados dois modelos de Programacao Linear Inteira Mista
para o problema. No primeiro (Subse¢do 3.1), considera-se um sistema de coordenadas continuo
para o posicionamento das pecas, por isso o modelo estd sendo denominado Modelo continuo. No
segundo (Subsecdo 3.2), a drea para o posicionamento € discretizada (Modelo discreto). Destaca-
se que a discretizagdo utilizada garante a obten¢@o de solucdo 6tima com o mesmo valor de so-
lucdo do modelo com drea continua. O primeiro modelo estd baseado no modelo de Chen et al.
(1995), proposto para o caso tridimensional. O segundo modelo avaliado foi proposto por Beasley
(1985b).

3.1. Modelo Continuo

Sejam p;, ¢ € B, varidveis bindrias definidas de forma que

| 1, seoitem i € posicionado no recipiente
pi 0, caso contrario.

Para o posicionamento dos itens, pode-se definir um sistema de coordenadas ortogonais
(com eixo horizontal e vertical) cuja origem é o canto inferior esquerdo do recipiente. Assim,
pode-se decidir, para cada par de itens, a posi¢do relativa entre eles ao longo de cada eixo. Para
isso, em relac@o ao eixo horizontal, se definem as varidveis bindrias a;; € b;j,4,j € BXxB:1 < j
de forma que

(biy) 1, seoitem ¢ é posicionado antes (depois) do item j no eixo horizontal
aii(bis) = e
AT 0, caso contrério.

De forma andloga, pode-se definir as varidveis bindrias c¢;; € d;;, i, € Bx B : i < j,
relacionadas ao eixo vertical, de forma que

(dy;) 1, seoitem 7 é posicionado antes (depois) do item j no eixo vertical
coildis) = e
AT 0, caso contrério.

Por fim, é necessario posicionar os itens dentro do recipiente, ou seja, definir uma posi-
¢do (x;,y;), @ € B, para a extremidade inferior direita de cada item no sistema de coordenadas
definido. Ou seja, z; > 0 e y; > 0 definem a posi¢cdo no eixo horizontal e vertical do item ¢,
respectivamente.

Com isso, pode-se definir o modelo (1)—(10).

Maximizar Zvipi (D
i€B

sujeito a:

i+ <xj+ (1 —ai)L i,jEBxB:i<j, )
xj+40; <x;+ (1 —b;)L h,jeEBxB:i<j, 3)
yi +w; <+ (1—c)W ,jEBXxB:i<jy, 4)
yj +w; <z + (1 —dij)W i,jeEBxXxB:i<j, 5)
aij + bij +cij +diy > pi +pj — 1 i,j€EBxB:i<j, (6)
0<ux; <L -4 i€ B, )
0<y; <W —uwj i€ B, (8)
pi € {0,1} i€ B, 9)
aij, bij, cij, diy € {0,1} i,jEBxB:i<j. (10)
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A funcido objetivo (1) maximiza o valor dos itens empacotados. Para garantir a factibilidade
do empacotamento, os itens posicionados ndo devem se sobrepor no eixo horizontal (restricdes
(2) e (3)) nem no eixo vertical (restricdes (4) e (5)). As restricdes (6) controlam a ativacdo das
restricdes (2)—(5) para cada par de itens que € escolhido para ser posicionado. Além disso, o
dominio das varidveis € definido pelas restri¢des (7)—(10). Note que (7) e (8) também garantem
que os itens sdo posicionados de forma a ficarem inteiramente contidos no recipiente.

3.2. Modelo Discreto

Para o segundo modelo, considera-se que o recipiente é discretizado em um conjunto de
pontos /. Para o caso de itens e recipientes retangulares ha discretizacdes que garantem a oti-
malidade da solucdo. Diferentes discretizacdes sao discutidas e avaliadas em Co6té e Iori (2018) e
em de Almeida Cunha et al. (2020) aqui foram utilizados os padrées normais definidos por Herz
(1972) e Christofides e Whitlock (1977), com a melhoria proposta por Beasley (1985a), que pode
ser definida a partir de (11) e (12).

icg:{x:ZEjajzogng,aje{o,l},jeic}, (11)
JEB

/cw:{yzzwjaj:ogygw,aje{o,l},jelc}. (12)
jeB

Com isso, o recipiente é discretizado nos seguintes pontos Koy = Iy X Ky, € cada item pode
ser posicionado em um ponto do conjunto K C Ky definido por (13) em que £pip € Wiy SAO
respectivamente o menor comprimento € a menor largura entre todos os itens.

K={(z,y) e Ko:0<ax<L—Vlrined <y <W —wpin.} (13)

Assim, podem-se definir varidveis bindrias z;, i € B, k € I, de forma que

1, se aextremidade inferior esquerda do item ¢ é posicionado no ponto k
Zik = .
ik 0, caso contrério.

Note que z;; = 0, caso posicionar o item ¢ no ponto k£ € ) implique em o item ndo esteja
completamento dentro do recipiente.
Considere também um pardmetro auxiliar bindrio g;,x, ¢ € B, u € Ky, k € K, tal que

_ | 1, seoitem 4, ao ser posicionado no ponto &, ocupa o ponto u
Yiuk = 0, caso contrdrio.

Pode-se, assim, definir o modelo (14)—(17).

Maximizar Z Z ViZik (14)
1€B kel

sujeito a:

SN giunzin <1 u € Ko, (15)

1€B kel

Z zir <1 i € B, (16)

kel

zik € {0,1} 1€ B,kek. (17)

A funcio objetivo (14) é andloga a funcdo (1), maximiza o valor dos itens empacotados. As
restricdes (15) evitam as sobreposicdes entre os pares de itens. As restricdes (16) garantem que
cada item € posicionado no maximo uma vez. Por fim, o dominio das varidveis é dado por (17).
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3.2.1. Potenciais Melhorias

O modelo discreto originalmente proposto por Beasley (1985b) agrupa os itens por tipo e
cada tipo de item passa a ter um niimero de cOpias disponiveis, reduzindo o nimero de varidveis
para casos em que ha poucos tipos de itens. Além disso, hé outras estratégias de discretizagdo do
recipiente (Coté e Iori, 2018). Como o objetivo principal deste trabalho é comparar pacotes com-
putacionais, optou-se por utilizar as versdes descritas na tentativa de fornecer um limitante inferior
para o desempenho. Ainda assim, os experimentos corroboram a superioridade do modelo discreto
(Secao 4). Em geral, espera-se que a diminuicdo no nimero de pontos de discretizacdo melhore
o desempenho do pacote computacional, algo jd explorado na literatura (de Almeida Cunha et al.,
2020).

3.3. Comparacio entre os Modelos

Os modelos apresentados nas subsec¢des 3.1 e 3.2 foram escolhidos para os experimen-
tos por possuirem caracteristicas distintas em termos conceituais de Programacdo Inteira. Além
disso, sdo modelos utilizados na literatura que podem ser implementados diretamente nos pacotes
computacionais de Programacgdo Linear Inteira Mista sem a necessidade do uso de técnicas mais
sofisticadas como estratégias de decomposicao.

O modelo continuo (1)—(10) possui tamanho (nimero de varidveis e restri¢gdes) polinomial
no ndmero de itens. O nimero de varidveis bindrias ¢ O(|B?|) e o nimero de varidveis continuas
¢ O(|B|). O nimero de restrigdes € O(|B|?). Por outro lado, o modelo discreto ((14)—(17)) é
pseudo-polinomial, tanto o seu niimero de varidveis (todas bindrias) quanto de restri¢des € propor-
cional as dimensdes do recipiente. A expectativa de desempenho € que o modelo continuo seja
capaz de fornecer boas solugdes factiveis, mas com dificuldade de prova de otimalidade devido a
baixa qualidade de sua relaxacdo linear, que fornece o limitante dual. O que foi confirmado pelos
experimentos (Se¢do 4).

4. Experimentos Computacionais

O objetivo dos experimentos computacionais é comparar empiricamente os resolvedores de
problemas de Programacdo Linear Inteira Mista dos pacotes CBC 2.10, SCIP 8.0, CPLEX 22.1
e Gurobi 10.0, considerados os dois modelos apresentados nas subsecdes 3.1 e 3.2, respectiva-
mente. Em relacdo ao hardware, foi utilizado um computador desktop, com 16 GB de memoria
RAM e processador Intel®Core™ i7-7700CPU @ 3.6GHz. O desenvolvimento e execugio foram
realizados no sistema operacional Ubuntu 22.04.

Os pacotes CPLEX e Gurobi foram escolhidos pois sdo frequentemente utilizados na li-
teratura para diversos problemas (ndo apenas de empacotamento), sd0 pacotes computacionais
comerciais de alto desempenho e possuem uma versio académica gratuita. Contudo, ndo possuem
seu cédigo-fonte aberto, colocando um desafio adicional para a comunidade cientifica. CBC e
SCIP, por outro lado, possuem cédigo-fonte livre e sdo potenciais alternativas de baixo custo para
uso na industria. CBC e SCIP foram escolhidos pois suas licengas permitem o uso inclusive para
aplicacOes comerciais e ambos possuem compatibilidade com bibliotecas de modelagem como
PuLP (Mitchell et al., 2011) e JuMP (Lubin et al., 2023). Assim sendo, foram escolhidos dois
pacotes que implicariam em um investimento para sua utilizagdo e dois pacotes de uso gratuito.

Para a comparacio foram utilizados os conjuntos de instincias apresentadas por Beasley
(1985a) (gcut) e Beasley (1985b) (ngcut). Embora sejam instincias propostas hd décadas, ainda
sdo utilizadas como benchmark e com instancias em aberto, vide, por exemplo, Baldacci e Bos-
chetti (2007) e Iori et al. (2021). Foram coletadas as métricas de limitante superior, limitante
inferior, limitante do né raiz da arvore de branch-and-cut e tempo computacional. Para cada ins-
tancia, foi utilizado um tempo méaximo de 3600s com uma thread, todos os demais parametros
foram mantidos na configuragcdo padrdo do respectivo pacote. Em todos os casos apresentados, o
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gap foi calculado como a diferenca entre os limitantes superior e inferior, em relacdo ao limitante
superior em porcentagem.

As instancias variam nas dimensdes do recipiente e dos itens. O ntimero de itens varia entre
10 e 50 no conjunto gcut e os recipientes sao quadrados com comprimentos variando entre 250 e
3000. As instancias ngcut variam de 7 a 22 itens com recipientes quadrados e retangulares com
dimensdes entre (10, 10) e (30, 30). O detalhamento de cada instancia pode ser visto nas tabelas
2,3,40uS5.

Em média, o Gurobi foi mais eficaz em reduzir o gap de otimalidade para os conjuntos gcut
e ngcut (Tabela 1), utilizando o modelo (1)-(10). O gap médio do Gurobi para as instancias do
geut foi de aproximadamente 20%, do CPLEX foi de 28%, seguido respectivamente pelo CBC
e pelo SCIP com 35% e 39%. Note que, para o conjunto ngcut hd uma inversdo na ordem das
medidas entre o CBC e o SCIP, com o Gurobi mantendo o desempenho superior em relacdo ao
gap médio. Em relagdo ao gap mediano, o Gurobi foi superior ao CPLEX e o SCIP superior ao
CBC.

Tabela 1: Visdo geral da comparacdo entre os pacotes CBC, SCIP, CPLEX e Gurobi.
Sdo reportadas a média e a mediana do gap e do tempo computacional (em segundos)
além no nimero de solugdes 6timas encontradas (#Opt) e do nimero de instancias
para a qual pelo menos uma soluciao factivel foi encontrada (#Fact). Os resultados sao

separados por modelo e por conjunto de instancias (gcut e ngcut).
Modelo continuo (1)-(10)
CBC SCIP CPLEX  Gurobi
Média 35,37 39,96 28,23 20,32

Gap  \lediana 4477 42.66 26,21 0,00

Média 212978 2231,57 1959,64 1691,10

geut  Tempo \, diana 360000 360000 360000 1203.60
#0pt 6 5 6 8

#Fact. 13 13 13 13

Gap  Média 1758 9,03 2.18 0,00

Mediana 21,23 0,00 0,00 0,00

ngeut Tempo . MEdia 225631 142462 43867 1148
Mediana  3600,00 102474 52,01 2.82

#0pt 5 9 1 12

#Fact. 12 12 12 12

Modelo discreto (14)-(17)
CBC SCIP CPLEX  Gurobi

Gap . Média 0,00 0,00 0,00 0,00
Mediana 0,00 0,00 0,00 0,00

Média 171593 1396,79 1163,82 1117,58

geut  Tempo \y diana 35162 23.03 32,03 5,13
#0pt 7 8 9 9

#Fact. 7 8 9 9

Gap . Médin 0,00 0,00 0,00 0,00

Mediana 0,00 0,00 0,00 0,00

ngeut Tempo . Média 22292 14455 6637 12,33
Mediana 2,22 321 0,27 0,61

#0pt 12 12 12 12

#Fact. 12 12 12 12

Fonte: Elaboragio propria.

Em relacdo ao tempo computacional, o Gurobi foi o mais rdpido para ambos os conjuntos
de instincia, na média (Tabela 1), utilizando o modelo (1)—(10). Para o conjunto gcut, além de ter
utilizado aproximadamente 86% do tempo computacional do CPLEX, 80% do tempo do CBC e
75% do tempo do SCIP, o Gurobi em média, também foi capaz de provar a otimalidade de oito
solucdes, contra seis do CBC e CPLEX e cinco do SCIP. Para o conjunto ngcut a economia de
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tempo foi maior, com o Gurobi utilizando menos de um décimo do tempo do CPLEX, em média.
O CPLEX, por sua vez, utilizou cerca de um ter¢o do tempo do SCIP e um quinto do tempo do
CBC. Para o ngcut, o Gurobi foi o tnico capaz de provar a otimalidade da solucdo para todas as
instancias.

Para instancias com menos de 30 itens, todos os pacotes avaliados conseguiram provar a
otimalidade para todas as instancias, utilizando o modelo (14)-(17) (Tabela 1). A aplicabilidade
do modelo (14)—(17) € limitada pela alta demanda de memdria (quando comparado com o modelo
(1)—(10)), mas ainda assim € possivel diferenciar o desempenho de alguns dos pacotes computa-
cionais. Para as instincias em que foi possivel encontrar alguma solucdo, também foi possivel
provar a otimalidade (resultando em gap médio nulo na tabela). No entanto, CPLEX e Gurobi
conseguiram obter solucdes para nove instancias do gcut contra oito e sete do SCIP e CBC, res-
pectivamente. Além disso, os tempos computacionais utilizados pelo CPLEX e pelo Gurobi fo-
ram bastante proximos ambos inferiores ao do SCIP que, por sua vez, foi inferior ao do CBC.
O desempenho relativo dos pacotes se mantém ao se observar as instancias do ngcut. Como um
dos principais desafios relacionados a utilizacdo do modelo (14)—(17) é o seu tamanho pseudo-
polinomial, especula-se que os pacotes com uso mais eficiente de memoria e melhores técnicas de
preprocessamento, apresentem um melhor desempenho.

Apesar da diferenca de desempenho entre os pacotes computacionais, a maioria das instan-
cias resolvidas tiveram o seu 6timo comprovado nos primeiros 10 minutos (Figura 1). As curvas
para cada pacote apresentadas na Figura 1 indicam que passados 600 segundos, inicia-se esta-
bilizacdo no nimero de instincias cujo 6timo serd comprovado dentro do tempo limite de 3600
segundos. Embora cada pacote atinja um nivel diferente, o tempo computacional em que esse
nivel € atingindo foi similar. Além disso, pode-se observar a performance superior do Gurobi nos
conjuntos de instancias utilizados, seguido pelo CPLEX, SCIP e CBC, respectivamente.

Figura 1: As curvas apresentam o niimero de instancias resolvidos até o tempo
indicado no eixo horizontal, em segundos, para os pacotes CBC, SCIP, CPLEX e
Gurobi.

-+- CBC- & SCIP- - CPLEX Gurobi

o5 T T T T T ]

20

15

10 |-

Nuamero de instancias

| | | | | |
0 600 1200 1800 2400 3000 3600

Tempo (s)
Fonte: Elaboragdo propria.

Em geral, o conjunto de instancias gcut foi mais desafiador para os pacotes computacionais
do que o ngcut. Embora ndo seja o objetivo principal deste trabalho comparar os conjuntos de
instancias utilizados (mas o desempenho dos pacotes computacionais), pode-se observar na Tabela
1 que o desempenho médio e mediano dos pacotes computacionais foi melhor nas instincias ngcut.
Potencialmente, isso possa ser explicado pois nenhuma das instincias do ngcut possui mais de 25
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itens, enquanto que sete (das 13) instincias do gcut possuem pelo menos 30 itens. Outra diferenca
é em relacdo ao tamanho do recipiente, o maior recipiente do conjunto ngcut possui dimensdes
(30, 30) enquanto que o menor contéiner do gcut possui dimensio (250, 250). Os detalhes de cada
instancia podem ser observados nas Tabelas 2, 3, 4 ou 5.

Para todas as instancias utilizadas, o Gurobi foi capaz de obter o melhor limitante no né raiz
da arvore de branch-and-cut quando comparado com CBC, SCIP e CPLEX. Entre CBC, SCIP e
CPLEX, o CPLEX, apresenta os melhores limitantes no né raiz com maior frequéncia, mas ha
casos em que CBC ou SCIP fornecem os melhores resultados. Embora o limitante da raiz nao seja
determinante para um bom resultado final, a qualidade de tal limitante impacta toda a exploracdo
da arvore de branch-and-cut, por isso, escolheu-se também observa-lo.

4.1. Aspectos Gerenciais

Com os resultados apresentados, € possivel tragar alguns indicativos do ponto de vista ge-
rencial para a situacdo em que se deseja avaliar a aplicabilidade de um pacote computacional e da
escolha de qual pacote utilizar. Para instancias com até 30 itens qualquer um dos pacotes computa-
cionais avaliados (CBC, SCIP, CPLEX e Gurobi) foram capazes de produzir solugdes 6timas com
tempo mediano inferior a 10 segundos (vide Tabela 1). Portanto, para instancias dessa magnitude,
ndo se justificaria o investimento nas alternativas comerciais.

Mesmo para instancias de tamanhos maiores pode ser dificil justificar o investimento. A
diferenca em relagdo ao gap médio € de aproximadamente 8 pontos percentuais a favor do Gurobi,
contra o CPLEX, vide Tabela 1, para o modelo continuo. Contudo, ao se comparar as melhores
solugdes factiveis das Tabelas 2 e 3 a diferenca entre os pacotes ndo ultrapassa 5%, em média
(e é equivalente em mediana), como resumido na Tabela 6. Para contextos praticos em que a
qualidade da solucgdo € prioritdria em relacdo a prova de otimalidade (e ao tempo computacional),
o investimento em pacotes comerciais implicaria em uma melhora de 2% em média, se comparado
a melhor alternativa gratuita.

Ainda do ponto de vista de geréncia, o ganho marginal de se investir em mais tempo compu-
tacional (ou em poder de processamento) dificilmente € justificado. Como apresentado nos perfis
da Figura 1, o plateau de solugdes obtidas aparece em tempos relativamente curtos. Isso é espe-
rado, devido a NP-dificuldade do problema, implicando em um custo exponencial em fungdo do
tamanho das instancias. Para casos de instancias maiores, técnicas mais sofisticadas podem ser
necessarias como o fornecimento de solucdes iniciais para o pacote computacional, estratégias de
decomposic¢do e/ou algoritmos especializados (exatos ou heuristicos).

5. Conclusoes

A utilizacdo de pacotes computacionais (solvers) para a solucao de problemas de Programa-
¢ao Linear Inteira Mista é frequente tanto na academia quanto na induistria. Embora, academica-
mente, as propostas de modelos e métodos de solu¢do sejam feitas frequentemente em um contexto
de prova de conceito, industrialmente a escolha das ferramentas de implementacgéo, para o desen-
volvimento dessas solucdes € mais relevante. Um dos desafios particularmente relevantes para a
inddstria, portanto, é a avaliagdo dos pacotes computacionais. Isso é feito aqui para problemas de
empacotamento de retadngulos considerando os pacotes CBC, SCIP, CPLEX e Gurobi.

Os resultados indicam que, para instincias da literatura, o Gurobi € particularmente mais
eficiente que os demais pacotes avaliados quando se trata de obter solu¢des comprovadamente 6ti-
mas. Contudo, a qualidade das solu¢des factiveis obtidas dentro do tempo limite experimental de
uma hora atinge 98% da solu¢do do Gurobi, em média, se utilizada a melhor alternativa gratuita
(SCIP). Em mediana, ndo se identifica diferenca entre os desempenhos dos pacotes computacio-
nais.

Destaca-se que, assim como outros trabalhos na literatura comparando pacotes computacio-
nais, a generalizacdo dos resultados para outros conjuntos de instancias ou para outras versdes dos
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Tabela 6: Comparacao entre as melhores solugdes factiveis encontradas pelos pacotes
CBC, SCIP, CPLEX e Gurobi, dentro do tempo limite de 3600s com o modelo
continuo. Os valores mostrados sdo normalizados pelo valor da solucio obtida pelo
Gurobi.

Melhor solu¢io normalizada
CBC SCIP CPLEX Gurobi

geut Meédia 0,95 0,98 1,00 1,00
Mediana 1,00 1,00 1,00 1,00

ngeut Média 1,00 1,00 1,00 1,00
Mediana 1,00 1,00 1,00 1,00

Fonte: Elaboragao prépria.

pacotes deve ser feita com cautela e, frequentemente, novos experimentos devem ser realizados.
Ainda assim, os resultados aqui presentes podem informar praticantes e tomadores de decisdo,
além de permitir uma estimativa do desempenho comparativo entre os pacotes avaliados.

Por fim, como trabalhos futuros, considera-se expandir os resultados para englobar instan-
cias préticas atualizadas, além da realizacdo de andlise do espago de instancias. Também € possivel
incluir outros pacotes computacionais gratuitos € comerciais no estudo.

Agradecimentos. Os autores agradecem aos revisores andnimos que contribuiram para a versao
final do artigo com seus comentdrios e sugestdes durante o processo de revisdo.
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