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Resumo

Apresentamos neste artigo propostas de atividades e uma discussdo da experiéncia obtida com a realizagdo
de uma Oficina de Coloracdo de Mapas e Grafos para o Ensino Fundamental e Médio em uma escola
publica de Sdo José do Rio Preto/SP. A idéia de apresentar este tépico para alunos deste nivel escolar foi
motivada principalmente pelos trabalhos de Jurkiewicz (2002, 2004) que desde 2002 se propds a levar
conhecimentos adicionais da Mateméatica Discreta (principalmente grafos) para a sala de aula do Ensino
Médio de escolas do Rio de Janeiro. As oficinas realizadas foram produtivas e permitiram analisar o modo
como os alunos de diferentes faixas etarias se comportam diante da aprendizagem de contedos
extracurriculares. A apresentacdo de topicos adicionais da Matematica Discreta no nivel pré-universitério é
de extrema importancia, ndo apenas como motivacdo para estudos futuros, mas também para formacao de
cidaddos aptos para entender as complexidades do mundo atual.
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Abstract

We propose in this paper activities and a discussion of the experience obtained with a workshop on
Coloring Maps and Graphs for students of elementary and high school in S&o Jose do Rio Preto/SP. The
idea of presenting this topic for students of these school levels was motivated mainly by the work of
Jurkiewicz (2002, 2004) that, since 2002, has offered to bring additional knowledge of Discrete
Mathematics (mostly graph theory) for students of public high school in Rio de Janeiro. The proposed
workshops were very productive and allowed the analysis of students behavior when faced with
extracurricular topics. The presentation of extra Discrete Mathematics topics at this level of study is
important not only to motivate future studies but also to train citizens to be able to understand the
complexities of today's world.
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1. Introdugdo

O estudo da Teoria dos Grafos e suas aplicac@es € um tema atual, importante, e que tem
se desenvolvido nos Ultimos anos. O conceito de grafos € simples e versatil, porém tem sido
omitido dos cursos de licenciatura em Matematica, e ndo esta incluido na estrutura curricular do
Ensino Fundamental e Médio. Sob o ponto de vista do ensino, a Teoria dos Grafos é um tema
atraente tanto por sua aplicabilidade, quanto por seu carater combinatério e algébrico e também
por sua relagdo com a Algoritmica. Ha pouca bibliografia direcionada para o ensino de problemas
em Teoria dos Grafos, principalmente na formacgdo de professores e alunos do Ensino Médio no
Brasil.

Jurkiewicz (2002) propde a questdo: “"Qual conteddo deve-se introduzir no curriculo da
matematica pré-universitaria para viver num mundo de procedimentos algoritmicos?" Ja em 2004
0 autor discute a necessidade da introdugdo deste contetdo, voltado a formacéo de cidadaos aptos
a viver num mundo onde a cultura dos procedimentos sequenciais se torna rapidamente um
padrdo e, cita também algumas experiéncias que estdo sendo realizadas neste sentido tais como:
DCI (DIMACS, 2010), MEGAMATH (Casey e Fellows, 2010) e Graph Coloring Page
(Culberson, 2010).

O trabalho descrito no presente texto teve por finalidade, entre outras coisas, apresentar
uma abordagem didatica para um dos problemas mais complexos (do ponto de vista
computacional) da Teoria dos Grafos, conhecido como Problema de Coloracdo em Grafos. A
escolha desse problema foi devida as suas diversas aplicagdes e possibilidade de desenvolver no
aluno a habilidade de resolver problemas utilizando estratégias e entender as aplicacGes diversas
de um mesmo problema. Pretendemos assim, estimular os professores do Ensino Fundamental e
Medio a trabalharem este tema e outros da Matematica Discreta em sala de aula ou como
atividade extraclasse.

A Secdo 2 apresenta as atividades propostas e o material utilizado para a realizacdo da
oficina. Na Secdo 3 descrevemos o0 desenvolvimento da mesma e finalizamos com as
consideracg0es finais (Se¢do 4). Supomos que o leitor estd familiarizado com conceitos da Teoria
dos Grafos, em particular com o Problema de Coloracdo de Mapas e Grafos. No entanto, para
tornar este artigo autocontido, apresentamos no Anexo | conceitos basicos da Teoria dos Grafos e
do Problema de Coloragéo.

2. Atividades propostas e material utilizado

As atividades propostas e o material elaborado para explorar o Problema de Coloracéo
de Mapas e Grafos sdo simples e mostram situagdes que podem ser trabalhadas em sala de aula.
A oficina foi dividida em dois blocos de quatro atividades cada. O primeiro bloco tem como
objetivo trabalhar o Problema de Coloracdo de Mapas, e 0 segundo o Problema de Coloragdo em
Grafos. A Tabela 1 apresenta um resumo das atividades propostas em cada bloco.

Tabela 1: Divisao das atividades da oficina.

Bloco | Bloco Il
.. ) N Atividade 5: Assoclar a cada mapa proposto
Atividade 1: Coloracdo de mapas um grafo
Atividade 2: Questionério Atividade 6: Problema de coloragéo de vértices
de um grafo
Atividade 3: Problema da Heranca Atividade 7: Problema dos Quimicos

Atividade 4: Teorema das Quatro Cores | Atividade 8: Avaliacdo final
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O material utilizado na oficina foi: isopor, tachinhas coloridas, lapis de cor e papel
sulfite. Os trés mapas selecionados para o desenvolvimento da Atividade 1 (ver Figura 1) e o
mapa utilizado na Atividade 3 (ver Figura 2) foram desenhados em retdngulos de isopor de
dimenséo 10 x 15 cm aproximadamente.

Mapa 1 Mapa 2 Mapa 3
Figura 1 — Mapas usados na Atividade 1.
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Figura 2 — Mapa da Atividade 3 - O Problema da Heranca.

A primeira atividade do Bloco | (Atividade 1) é encontrar uma coloracdo para 0s mapas
selecionados. O objetivo é determinar empiricamente qual é a quantidade minima de cores
necessarias para obter uma coloracdo de cada um dos mapas de forma que regides com fronteira
comum recebam cores diferentes. A seguir, é apresentado um questionario (Atividade 2), com
perguntas sobre o processo usado pelo aluno para obter a coloragéo, e o desenho dos mapas para
que fossem coloridos com lapis de cor, registrando assim a coloracdo final obtida para cada
mapa. Ainda neste bloco é apresentado o Problema da Heranga (Atividade 3) enunciado no
Quadro 1 abaixo. A diferenca desta atividade para a Atividade 1 é que na Atividade 3 a coloragéo
do mapa ndo é livre, ja existem regides previamente coloridas. O Teorema das Quatro Cores é
enunciado ao final deste bloco (Atividade 4).

Quadro 1 — Problema da Heranca — Adaptado de (Simdes e Lima, 1999)
Problema da Heranca - Quatro filhos, Antonio, Beatriz, Carlos e
Daniel, devem dividir as terras que receberam de heranga de seu pai.
Cada um tem sua casa construida em um terreno, que esta indicada no
mapa da Figura 2 pelas letras iniciais de seus nomes e, o filho mais
velho, Antonio, herdou a casa dos pais localizada no terreno 9. A
condicéo deixada pelo pai foi que os terrenos herdados por um mesmo
filho ndo podem ter fronteiras comuns. Como distribuir os terrenos?

Para iniciar o Bloco Il, propomos a Atividade 5, que associa a cada mapa trabalhado na
Atividade 1 o seu grafo. Apos formalizar a notacao de grafo, foi trabalhada simultaneamente a
Atividade 6 que é obter uma coloragdo dos Vértices de cada grafo. Foi proposto entdo o Problema
dos Quimicos enunciado no Quadro 2 (Atividade 7), como exemplo de aplicagdo do Problema de
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Coloragdo de Vértices. Finalizamos a oficina com uma avaliacdo individual (Atividade 8) que,
junto com a Atividade 2, serve de instrumento para uma analise geral da oficina.

Quadro 2 — Problema dos Quimicos — Adaptado de (Wilson, 1996).
Problema dos Quimicos - Suponha gue um quimico deseja armazenar
cinco substancias diferentes: a, b, c, d, e. Algumas dessas substancias
reagem quando entram em contato, devendo entdo ser armazenadas em
salas diferentes. Qual é a quantidade minima de salas necessarias para
armazenar estas substdncias? Na Tabela 2 estdo identificadas pelo
simbolo * as substancias que reagem guando armazenadas juntas.

Tabela 2 — Substancias que reagem quando entram em contato.

a b c d e
a e * * * ——
b * o * * *
c * * ——_ * _—
d * * * . *
e _— * ——_— * ——_—

3. Desenvolvimento da Oficina

Foram realizadas duas oficinas na escola E. E. Pio X — Sdo José do Rio Preto — SP, uma
para a 22 série do Ensino Médio com duracdo de duas aulas consecutivas de cinquenta minutos
cada, e outra para a 6% série do Ensino Fundamental, com duracdo de sessenta minutos. As
oficinas ocorreram de forma dindmica havendo integracdo entre os alunos e as professoras. No
Bloco | trabalhamos com os alunos organizados em duplas, e as duvidas foram tiradas
individualmente. No Bloco II, com o objetivo de construir junto com os alunos 0s novos
conceitos que seriam trabalhados, direcionamos as atividades utilizando a lousa.

3.1 Ensino Médio

A turma do Ensino Médio, composta por dezesseis alunos, foi separada em oito duplas,
sendo livre a escolha do parceiro. Explicamos a Atividade 1, e entregamos a cada dupla dois
mapas de cada tipo e um conjunto de tachinhas contendo cem tachinhas com cinco cores
diferentes. Assim que a dupla concluia a coloracdo de um mapa, um novo mapa era entregue. Foi
solicitado que os alunos fizessem anotagdes.

A primeira coloracdo do Mapa 1 foi livre. Depois de obtida uma coloracéo, os alunos
foram orientados a determinar o nimero minimo de cores necessarias para colorir o mapa. Todas
as duplas determinaram o minimo de duas cores para 0 Mapa 1.

Ao colorir os Mapas 2 e 3, os alunos tomaram a iniciativa de buscar o menor nimero de
cores necessérias, determinando trés e quatro cores respectivamente. Com o acompanhamento e
orientacdo constante das professoras, as duplas puderam sanar suas davidas, e a0 mesmo tempo
anotar suas dificuldades.

Ao final da coloracdo de cada mapa, cada dupla foi questionada sobre a razdo do nimero
de cores necessarias. Em relagdo ao Mapa 2 a resposta quase sempre foi "Por que a regido dois
faz fronteira com todas as outras regides, 0 que ndo aconteceu com o Mapa 1. E no Mapa 3 uma
justificativa foi: "A regido quatro tem muitas fronteiras”. Deixamos para o Bloco Il de atividades
a concluséo desta discusséo.

Concluida a coloragdo dos trés mapas, distribuimos o questionario (Atividade 2), que foi
respondido por cada aluno, utilizando os mapas ja coloridos com as tachinhas e as anotacGes
feitas durante a realizagdo da Atividade 1.
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A Atividade 3 foi iniciada com a leitura do Problema da Heranga. Em seguida os alunos
tentaram obter a solugdo do problema, mas a maioria s6 conseguiu com o auxilio das professoras,
demonstrando o grau de dificuldade do mapa associado ao problema (Figura 2). Para concluir
este Bloco enunciamos o Teorema das Quatro Cores (Atividade 4), como curiosidade sobre o
tema.

Iniciamos o desenvolvimento do Bloco Il pela Atividade 5. Ap6s associar ao Mapa 1 o
seu grafo, formalizamos a notagao do grafo, apresentamos o Problema de Coloracao de Vértices e
procedemos para a Atividade 6 (coloragdo do Grafo). Repetimos o procedimento para o Mapa 2.
Através de discussOes, a propria turma concluiu que colorir o mapa é equivalente a colorir o
grafo. Os \ertices do grafo estdo representando as regides do mapa e as arestas a vizinhanga entre
regides.

Mostramos aos alunos a ndo validade do argumento usado para justificar o porqué de
serem necessarias trés cores para obter uma coloracdo do Mapa 2. Retirando do grafo a aresta
associada as regides 2 e 3, e colorindo o grafo resultante, verificamos novamente a necessidade
de pelo menos trés cores.

Pedimos a um aluno que desenhasse na lousa a representacdo do grafo associado ao
Mapa 3 (Figura 3a) e aos demais que desenhassem em uma folha. Foi feita entdo a coloragéo dos
vértices deste grafo.

(a) (b)
Figura 3 — Duas Representacdes graficas do Grafo associado ao Mapa 3.

Uma nova representagdo do grafo foi desenhada na lousa por uma das professoras, desta
vez planar (Figura 3b). Apresentamos entdo o porqué do nimero minimo de cores necessarias
para colorir cada um dos mapas, e seu respectivo grafo, ser diferente. Ou seja, no Mapa 1 existem
no maximo duas regibes (vértices) mutuamente adjacentes e nos Mapas 2 e 3 existem trés e
quatro regides (vértices), respectivamente, mutuamente adjacentes.

Outro conceito construido de maneira indireta, a partir da realizagdo da Atividade 5, foi o
conceito de isomorfismo (Santos et all., 1995). Este conceito foi trabalhado para que os alunos
concluissem que a forma de representar graficamente o mapa (e/ou grafo associado) ndo é
importante para a obtencdo da coloracdo, mas sim a relagdo de adjacéncia entre as regides
(vértices).

Utilizamos a Atividade 7 (O Problema dos Quimicos) para ilustrar que os grafos também
podem ser Uteis para representar outros tipos de problemas. Discutimos entdo com os alunos o
uso de grafos para a solu¢cdo do Problema dos Quimicos. Foi sugerido que os Vértices
representassem as substncias e haveria uma aresta entre dois vertices se estes estivessem
associados a substncias que devem ser armazenadas separadamente (Figura 4a). Assim,
encontrar 0 menor nimero de salas para armazenar as substancias € equivalente a encontrar o
ndmero cromatico do grafo.
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Figura 4: Representagdes do Problema dos Quimicos através de um grafo.

Colorimos os veértices do grafo da Figura 4(a), através de sugestdes feitas pela turma. Os
vértices a e e receberam a mesma cor, e 0s demais receberam cores diferentes. Logo, uma
solucdo do problema é armazenar as substancias a e e na mesma sala e as demais em salas
diferentes, utilizando um total de quatro salas. Redesenhamos o grafo, e definimos uma coloragéo
diferente. Dois veértices (c e e) receberam a mesma cor e os demais uma cor diferente cada. A
turma ndo identificou o motivo de ndo ser possivel colorir o grafo utilizando apenas trés cores.
Desenhamos na lousa uma representacdo planar do grafo (Figura 4b) e foi entdo visto que
existem quatro vértices mutuamente adjacentes.

O desenvolvimento dessa atividade possibilitou a apresentagdo de um conceito
adicional: a coloragdo deste grafo ndo € Unica. Logo, o problema tem mais de uma solucéo.
Assim, uma questdo interessante a ser trabalhada nas aulas de combinatoria, usando os principios
aditivo e multiplicativo, é: “Dado k cores, quantas coloracgdes existem?”. Este topico ja foi
discutido por Carneiro (1995). Para concluir a oficina, pedimos a avaliagéo individual para os
alunos (Atividade 8).

3.2 Ensino Fundamental

Na sexta série do Ensino Fundamental, grupo composto por 25 alunos, foram
desenvolvidas as atividades do Bloco I, e apenas a Atividade 8 (Avaliacdo Final) do Bloco Il. O
processo foi similar ao descrito para o Ensino Médio. Destacaremos apenas alguns pontos
interessantes que diferenciam os dois grupos. O grupo foi dividido em 12 duplas e um aluno
voluntario trabalhou individualmente.

Na realizacdo da Atividade 1, apds obtida uma coloracdo do Mapa 1 (que foi livre),
eliminamos as tachinhas de uma das cores usadas e a dupla investigou se era possivel uma
coloragdo usando apenas as cores restantes. Esse exercicio foi realizado até a dupla determinar o
ndmero minimo de cores necessarias para colorir 0 mapa. Esta condugdo da atividade, diferente
da oficina no grupo do Ensino Médio, foi necessaria porque o grupo da sexta série teve mais
dificuldade em entender o problema. Assim foi necessaria uma investigacao inicial passo a passo.
Com os Mapas 2 e 3a atividade foi desenvolvida da mesma forma que no Ensino Médio.

Outra dificuldade encontrada por esse grupo de alunos foi na realizacdo da Atividade 3
(Problema da Heranca). Mesmo com o auxilio das professoras, a resposta do problema néo foi
encontrada, exceto por uma dupla.

A professora de Matematica da turma pediu aos alunos uma atividade extra: Colorir o
mapa do Brasil utilizando no maximo quatro cores. O segundo bloco da oficina ndo foi realizado
nesta turma, por falta de tempo e maturidade do grupo.

4. Consideragdes Finais

Através do questionario (Atividade 2) e a avaliacdo individual da oficina pedida aos
alunos (Atividade 8), pudemos analisar a oficina e avaliar o desenvolvimento das atividades
trabalhadas, o tempo utilizado e também o interesse dos alunos de acordo com cada grupo (22
série do Ensino Médio e 6% série do Ensino Fundamental).

De modo geral, as duas oficinas de ensino realizadas na E.E. Pio X foram produtivas e
permitiram analisar 0 modo como os alunos de diferentes faixas etarias se comportam diante da
aprendizagem de contedos extracurriculares. A turma da 22 série do Ensino Médio teve um
aproveitamento melhor das atividades propostas do que os alunos da 6% série do Ensino
Fundamental. O grupo do Ensino Médio, por ser mais maduro em contetdo matematico,
participou das atividades da oficina de forma mais ativa, possibilitando a construcdo dos
contetdos que foram trabalhados.

Uma falha na construcdo da primeira atividade proposta (Atividade 1) foi que o primeiro
mapa proposto para coloragdo (Mapa 1) tem seis regides, e 0 conjunto de tachinhas continha
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apenas cinco cores distintas. Isto induz de certa forma o aluno a pensar que pelo menos uma cor
tera que ser repetida. Porém, a primeira coloragdo do mapa deve ser livre, e assim a possibilidade
da "pior" coloragdo (utilizando uma cor para cada regido) nao acontece. Outra questdo que deve
ser revista é o tempo de duragdo das atividades dentro de cada bloco. Analisando apenas as
atividades do Bloco I, que foi a trabalhada nas duas oficinas, consideramos que para a turma da
22 série do Ensino Médio 50 minutos é mais que suficiente. No entanto, para o desenvolvimento
das atividades com a turma da 6° série do Ensino Fundamental, uma hora-aula é insuficiente.

Durante a realizagdo das oficinas, conseguimos passar a idéia da importancia de
estratégias para a resolugdo de problemas e, também como devemos rever o processo de solugdo
do problema quando a resposta ndo é obtida, ou seja, nem sempre comecar de novo € o melhor
caminho. Maiores detalhes sobre as atividades propostas e o desenvolvimento da oficina podem
ser obtidos em Lozano (2007).

Agradecimentos: Este trabalho foi parcialmente financiado pelo CNPg, FAPESP e SEE-SP.
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ANEXO | - Conceitos de Teoria dos Grafos

Os conceitos e definicbes a seguir podem ser vistos em mais detalhes consultando, por
exemplo, as referéncias Boaventura e Jurkiewicz (2009), Boaventura (2003), Santos et all. (1995)
e Wilson (1996).

Um Grafo, representado por G(V,A), é uma estrutura composta por dois conjuntos Ve A.
O conjunto V éfinito e ndo-vazio, e seus elementos sdo chamados de Vértices. Os elementos do
conjunto A sdo pares ndo-ordenados de elementos distintos de V, chamados de arestas.

Um grafo pode ser visualizado graficamente através de um diagrama (Figura 5), onde os
vértices sao representados por pontos distintos do plano e as arestas por linhas unindo dois desses
pontos.

V={1,234,5,6,7}
A={(1,2), (1,6), 2:3), (2,5), (3,4), (3.6), (5,6) }

1 2 1 2 3 4
@5
6
! [ ]
3 4 5 6 7
Figura 5: Exemplo de duas representagdes para um mesmo grafo G(V,A).
Dizemos que dois vértices sdo adjacentes quando sdo extremidades de uma mesma
aresta. Se e = (v, v,) € uma aresta, entdo v, e v, sdo Vvértices adjacentes. Um exemplo de vértices
adjacentes sao os Vértices 3 e 4 do grafo da Figura 5, ja os vértices 1 e 5 deste mesmo grafo ndo

sdo adjacentes. Temos que e e w sdo arestas paralelas se possuem as mesmas extremidades
(vértices 3 e 4 da Figura 6).

5 2
Figura 6: Grafo onde encontramos exemplos de arestas paralelas.

Um grafo é simples se ndo possuir arestas paralelas, e é dito um grafo completo se existe
uma aresta entre cada par de Vértices. O grafo completo com n Vvértices € denotado por K,. Um
grafo que pode ser desenhado em um plano sem qualquer cruzamento entre arestas é chamado de
grafo planar. Note, pela Figura 7, que o grafo completo K, é um exemplo de grafo planar, ja 0 Ks
nao é um grafo planar.

1

1 3

2 4 2 4 4
K4 K5

Figura 7: Exemplos de grafo completo, K, e K.
Um percurso entre dois vértices é uma sequéncia finita de vértice e arestas, tal que cada

aresta aparece apenas uma vez. Se no percurso nao ha repeticdo de vértices, ele sera chamado de
caminho. Exemplos de percurso e caminho podem ser encontrados na Figura 8, onde a seqiiéncia
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de vértices {2, (2,6), 6, (6.4), 4,(4,3), 3,(3,1), 1, (1,4), 4, (4,5), 5} representa um percurso em G,
e {2, (26),6, (64, 4, (4,5), 5} um caminho entre os Vvértice 2e 5.
2

4
Figura 8: Grafo onde encontramos exemplos de percurso e caminho.

Um grafo é dito conexo se existir pelo menos um caminho entre cada par de vértices,
sendo é dito desconexo. O grafo da Figura 8 ¢ um exemplo de grafo conexo.

Seja G um grafo simples conexo. Se a cada Vvértice de G puder ser atribuida uma cor,
dentre k cores, tal que vértices adjacentes recebam cores diferentes, dizemos que G € k-colorivel
e que temos uma coloracgdo de G. O nimero cromatico de um grafo G, x(G), € 0 menor numero
de cores necessarias para obter uma coloracdo de G.

O Problema de Coloragdo em Grafos é definido como o problema de encontrar o menor

ndmero de cores, x(G), tal que G possui uma y(G)-coloracdo. O grafo da Figura 9 possui uma 3-
coloragéo.

Figura 9: Exemplo de uma 3-coloragéo de G.

O Teorema das Quatro Cores pode ser enunciado como: Todo mapa desenhado em um
plano (grafo planar), pode ser colorido com no maximo quatro cores, sem que regides com
fronteira comum (Vértices adjacentes) recebam a mesma cor.
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