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RESUMO

Este tutorial convida o leitor a estudar e projetar algoritmos de aproximacdo para dois problemas
com naturezas e estruturas diferentes, descobrindo algumas no¢des fundamentais para se obter um
algoritmo de aproximacdo e passeando por algumas técnicas bdsicas existentes na literatura. Os
conceitos e definicdes, que algumas vezes podem parecer bastante densos em livros avancados,
sdo dados aqui somente de maneira amigavel, servindo como um primeiro contato com a area
e a fim de despertar o interesse e focar no mais importante, que é o projeto de algoritmos. No
final, indicamos leituras de livros-textos especializados aqueles interessados em se aprofundar no
assunto.
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ABSTRACT

This guide briefly introduces the field of approximation algorithms by studying two problems with
different natures and structures, discovering the fundamental notions to obtain an approximation
algorithm, and walking through basic techniques in the literature. Concepts and definitions, which
might seem dense in advanced books, are given here only in a friendly manner. This tutorial serves
as a first contact with the area and thus focuses on the project of algorithms. In the end, we refer
the reader interested in further studying the subject to specialized textbooks.
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1. Por que Projetar Algoritmos de Aproximacao?

Diversas vezes, resolver um problema significa encontrar uma melhor solu¢do. Se vocé
quer sair de casa e vai a um cinema, entdo vocé quer descobrir qual é o percurso que gasta menos
tempo; se vocé é dono de alguma loja, entdo quer dar preco a um novo produto de forma a obter
o maior lucro. Em um problema computacional simples, para cada entrada existe um conjunto de
uma ou mais solugdes que satisfazem determinada condi¢do; nesse caso, basta encontrar qualquer
uma. Nos problemas de otimizagcdo, damos um valor para cada uma das solucdes, que é definido
pela chamada funcdo-objetivo. Dependendo do problema, queremos ou encontrar uma solugdo de
maior valor, ou encontrar uma de menor valor. Uma tal solu¢do é chamada de otima.

O que torna os problemas de otimizacdo particularmente intrigantes € o fato de que ndo
sabemos qual € o valor da solu¢do que buscamos! Isso fica mais evidente quando alguma decisdao
depende desse valor. No primeiro exemplo acima, suponha que a melhor rota conhecida até o
cinema leva meia hora. Se a sessdo do filme a que quer assistir comeca em uma hora, entdo vocé
pode decidir por ir seguramente, mas se a sessdo comeca em dez minutos, saber que nao existe rota
mais rdpida é um argumento definitivo para nfo ir ao cinema. Similarmente, no segundo exemplo,
pode existir um nivel minimo de lucro esperado acima do qual se decide incluir um produto na
lista de ofertas da loja. Mais do que isso, saber que a solugdo encontrada é 6tima € evidéncia de
que sua loja se manterd competitiva, ja que outra loja nao pode obter solucao melhor para o mesmo
problema.

O que os dois exemplos acima t€ém em comum € que em algumas situacdes nio precisamos
conhecer o valor 6timo para de fato tomar uma decisdo: se a rota que conhego ja me deixa no
cinema antes do inicio do filme, pouco importa se existe alguma rota mais rdpida; se ja sei que
determinado preco vai levar a lucro suficiente, entdo é melhor vender o produto do que nio o
vender. Nesses casos, conhecer o valor 6timo exato ndo foi essencial para tomar uma decisdo.
Nio obstante, independentemente se o problema é de minimizacdo ou maximizacdo, conhecer
o valor da solucdo 6tima adiciona informacao util para tomar decisdes mais conscientes € bem
fundamentadas. Logo, mais do que encontrar uma solugao vidvel e de valor satisfatério, queremos
descobrir qual € o valor de uma solugdo 6tima. S6 assim podemos dar um atestado da qualidade
de nossa solucgdo e, portanto, da decisdo a ser tomada.

Para que uma solug@o possa de fato ser ttil para tomar uma decisdo, deve ser possivel obté-la
em tempo razodvel, ou seja, devemos construir um algoritmo rdpido que encontre uma solucao
6tima. O significado de rapido depende do problema, mas um bom indicativo de velocidade é
se esse algoritmo executa em tempo polinomial. Dizemos que um algoritmo é polinomial se o
nimero de passos executados, quando ele recebe uma entrada com n bits, € limitado por um
polindmio em n. O conjunto de problemas de decisdo que possuem um algoritmo polinomial é
denotado por P. Um problema em P é considerado tratavel.

Para vérios problemas, encontrar uma solucao vidvel rapidamente € tarefa mais simples do
que encontrar uma solucio 6tima. E o que acontece, em particular, com os chamados problemas
de otimizagdo combinatdria, quando para uma dada entrada existe um conjunto finito de solu¢des
candidatas e é possivel enumerar todas elas. Nesse caso, o que distingue um problema tratavel
de um ndo tratdvel é o quao dificil € selecionar uma solucio 6tima dentre o conjunto de solugdes
candidatas, normalmente de tamanho exponencial em 7.

Embora conhegamos algoritmos polinomiais para muitos problemas recorrentes, para varios
problemas importantes ndo existem ou ndo conhecemos algoritmos polinomiais. Um exemplo de
problema para o qual ha algoritmo rapido é o problema de, dados dois nés de uma rede, encontrar
um caminho de menor comprimento que os conecta. Curiosamente, mudangas sutis no enunciado
dos problemas podem torna-los intrinsecamente mais dificeis: se ao invés de perguntar por um
caminho mais curto, quisermos um caminho mais longo de uma rede, entdo ja ndo conhecemos
algoritmos rapidos. Vamos considerar um problema diferente. Pensemos em uma empresa que tem
diversos computadores em sua sede e precisa conecti-los de forma a usar o0 menor comprimento
de cabos possivel. Esse problema pode ser prontamente reescrito como o problema da drvore
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geradora de custo minimo: dado um grafo conexo G com pesos w nas arestas, encontrar uma
subarvore T com os mesmos vértices de (& e que tenha o menor peso possivel. Segue um algoritmo
polinomial para o problema:

Algoritmo 1: Solucéo para o problema da arvore geradora de custo minimo.

Entrada: grafo conexo G e peso w das arestas
Saida: arvore T’
1 Crie um subgrafo vazio 7T’
2 para cada aresta e de G, em ordem de peso faca
3 se T' + e ndo contém ciclo entao
4 L Adicioneea T’

5 retorna 7T';

O leitor atento pode reconhecer o algoritmo de Kruskal (1956) acima, que claramente
executa em tempo polinomial. Foge do escopo desse documento demonstrar formalmente que esse
algoritmo esta correto, mas € instrutivo entender porque ele devolve uma solucao 6tima. Enquanto
a priori ndo conhecemos uma solu¢do 6tima para o problema, em cada iteracdo, mantemos a
invariante de que 7" é um subgrafo de alguma solug¢éo 6tima 7. Sempre que adicionamos uma
aresta e a ', ela é uma aresta mais leve que liga dois subconjuntos X, Y de vértices e, portanto,
mais leve que alguma aresta e* de T que deve ligar X a Y. O ponto importante é que, embora
ndo saibamos qual das arestas de GG corresponde a e*, podemos comparar o peso de e com 0 peso
de e*.

Se o problema da empresa puder ser modelado como o problema da arvore geradora de
custo minimo, entdo o algoritmo acima fornece uma solugdo garantidamente 6tima e a empresa
pode prosseguir com a implanta¢do da rede com a certeza de que tem a rede mais barata. Em
algumas situagdes, no entanto, a descricdo acima € apenas uma simplificacdo do problema de
fato enfrentado. Por exemplo, pode ser que existam roteadores instalados em diversos pontos da
sede e que poderiam ser utilizados para conectar a rede, assim como os computadores. Podemos
modificar ligeiramente o problema da arvore geradora de custo minimo a fim de descrever esse
problema mais precisamente: dado um grafo conexo G com pesos w nas arestas e um subconjunto
de vértices R, encontrar uma subdrvore 7' que contenha R e que tenha o menor peso possivel. Esse
problema € o problema da arvore de Steiner de custo minimo. Os vértices de 12 sdao chamados de
terminais e os vértices de T que nao estdo em R sdo chamados de vértices de Steiner. No exemplo,
os terminais correspondem a computadores e os vértices de Steiner aos roteadores utilizados.

Agora, além de escolher que arestas serdo utilizadas, torna-se preciso também decidir quais
roteadores serdo utilizados. Ao contrario do problema anterior, para o problema de agora nio
conhecemos algoritmos polinomiais. Mais do que isso, sabemos que o problema de decidir se ha
uma arvore de Steiner com certo custo é NP-dificil. Isso significa que, se de fato houver algoritmo
polinomial para esse problema, entdo também ha para todos os problemas da classe NP. A classe
NP contém os problemas cuja solu¢do podem ser verificadas em tempo polinomial, como é o
caso do problema da drvore de Steiner e de uma série de problemas igualmente dificeis (Garey
e Johnson, 1979). Esse é um resultado com implicacdes tdo fortes que diversos pesquisadores
simplesmente nao acreditam que haja algoritmo polinomial para todo problema em NP e, portanto,
P # NP.

Com a dificuldade de projetar um algoritmo rapido que resolva o problema de maneira
6tima, uma possibilidade € se ater ao problema da 4rvore geradora de custo minimo a fim de
obter uma solucdo que pode ndo ser 6tima, mas que é suficientemente boa e pode ser calculada
de maneira rapida. Repare que uma vez escolhidos os vértices de Steiner, o problema se reduz a
encontrar uma arvore geradora de custo minimo no subgrafo induzido pelos terminais e vértices de
Steiner. Assim, ao utilizar o algoritmo para o problema da 4rvore geradora de custo minimo sobre

111



Pedrosa /9 (2017), p. 109-118

os terminais, consideramos a solucdo em que nenhum vértice de Steiner é escolhido. Obtemos
seguinte algoritmo.

Algoritmo 2: Uma solucio para o problema da arvore de Steiner.

Entrada: grafo conexo G com peso w nas arestas e subconjunto de vértices R
Saida: arvore T’

1 Construa o subgrafo G[R] induzido pelos terminais R;

2 Execute o Algoritmo 1 sobre G[R] para obter a arvore T';

3 retorna T;

Uma pergunta natural é: quao proximo o valor da solucdo com nenhum vértice de Steiner
estd do valor 6timo? Para responder essa pergunta precisamos comparar o valor da solugdo obtida
com o valor da solucdo 6tima. Mas como comparar com o valor 6timo, se nao sabemos quanto ele
vale? Para isso, ao invés de compararmos a nossa solu¢do diretamente com uma solucio 6tima,
utilizamos um limitante sobre o valor 6timo; como queremos saber o quao mais cara € a solucao
com relacdo a 6tima, precisamos obter um limitante inferior sobre o valor 6timo.

Primeiro, vamos estudar as propriedades das instancias do problema. No exemplo acima,
os pesos das arestas correspondem aos comprimentos de cabos a serem instalados. Assim, instalar
um cabo entre dois computadores u € v ndo pode ser mais caro do que instalar um cabo entre
u et eentre t e v. Essa propriedade € a chamada desigualdade triangular de um espago métrico.
Formalmente pode-se escrever o seguinte.

Hipoétese 1. Para todos vértices u,v,t € V(G), vale w(u,v) < w(u,t) + w(t,v).

Agora podemos comparar o valor de uma arvore geradora de terminais de custo minimo 7’
com o valor de uma arvore de Steiner de custo minimo 7. O asterisco em 7™ é uma notagio
bastante comum e nos ajuda a lembrar de que estamos falando de uma solucdo Gtima. Iremos
mostrar que os pesos de T" e de T ndo estdo muito distantes. Mais precisamente, para um subgrafo
H de G, o peso de H ¢ definido como w(H) = >_ c () w(e). Com essa notagdo, podemos
comparar 7" e T da seguinte maneira.

Lema 1. Seja T uma drvore geradora de G|R| de custo minimo e T* uma drvore de Steiner de
custo minimo. Entdo w(T) < 2w(T™).

Para demonstrar esse lema, queremos usar o fato de que as duas arvores, T' e T%, t€m
estruturas similares. Relembre que a diferenca entre as duas € que 7' € uma arvore de Steiner que
ndo contém nenhum vértice de Steiner, enquanto 7 € uma arvore de Steiner que pode conter um
ou mais vértices de Steiner. Assim, uma maneira de analisar esse problema é questionar de quanto
aumentaria o valor de T se removéssemos todos os vértices de Steiner.

Iremos construir um caminho C a partir de 7™ que também conecta todos os terminais,
mas que ndo tem nenhum vértice de Steiner. Primeiro vamos construir um passeio fechado P que
contém todos os vértices de 1™ e percorre cada aresta exatamente duas vezes. Para isso, basta
escolher arbitrariamente um terminal vy de 1™ e realizar uma busca em profundidade a partir de
vo. O passeio realizado pela busca induz um passeio fechado P = (vgvy...vs), em que s é
comprimento do passeio. Como cada aresta de 1™ aparece duas vezes em P, o peso total de C'
é w(P) = 2w(T*). Para obter o caminho C' como descrito acima, devemos remover quaisquer
ciclos e quaisquer vértices de Steiner de P. Para isso, comecamos um caminho em vg, que é
um terminal por escolha; em seguida, percorremos P em ordem e adicionamos ao caminho cada
terminal v; percorrido que ja ndo tiver aparecido no caminho. Seja C' 0 caminho obtido no final
desse procedimento (veja Fig. 1).
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Figura 1: Exemplo de caminho (linhas tracejadas) sobre terminais (quadrados) obtido
fazendo atalho sobre terminais ja percorridos ou vértices de Steiner (discos) de uma
solucdo 6tima (linhas solidas vermelhas).

Fonte: Elaborada pelo autor.

A seguir, argumentamos que o caminho C' é mais leve que o passeio P. Intuitivamente,
podemos pensar que C' faz atalhos em P e, portanto, ¢ um caminho mais curto. Para formalizar
isso, primeiro escrevemos o caminho como C' = (Vg Ve, ...V, ), em que 7 € o nimero de
terminais. Utilizando a Hipétese 1, podemos mostrar por inducdo que para todo 7, tal que 1 <7 <
r, vale w(ve, , UE(HU) < W(Ve;, Vej+1) FW (Ve 41, Ve, +2)+- - '+w(ve<i+1)—1a Ue(i+1))' Combinando
essa desigualdade para cada 7, obtemos:

w(C) < w(velvvez) + w(vew Uea) +eet w(ve(r—1)7ve7‘)
< w(v1,v2) + w(va,v3) + -+ - + w(vs—1,vs) < w(P).

Como C' é uma caminho, C' também € uma arvore. Portanto, C' € uma arvore cujos vértices
correspondem ao conjunto de terminais. Entre todas tais drvores, uma de menor peso é T', do que
concluimos que w(7T') < w(C'). Finalmente, podemos comparar o peso de 7' com o de 7*. Temos
w(T) < w(C) < w(P) =2w(T™*), que é o que queriamos demonstrar.

Note que na anélise acima foi feita a comparagio direta de w(7T") com w(C) e somente
indiretamente com w(7™). Nessa andlise, w(P)/2 é um limitante inferior para o valor étimo.
Duas observacdes sdo importantes: o Algoritmo 2 executa em tempo polinomial e o valor da
solugdo devolvida é no méximo 2 vezes o valor de uma solucdo 6tima. Nessa caso, dizemos que
o Algoritmo 2 é uma 2-aproximagdo para o problema da 4rvore de Steiner de custo minimo. De
maneira geral, podemos definir o seguinte.

Definicao 1. Considere um problema de minimizagcdo P e um algoritmo A correspondente. Se
para cada instancia I € P, tal que o valor de uma solugdo dtima para I é OPT(I), o algoritmo
devolver uma solugdo de valor A(I) < «OPT(I) em tempo polinomial no tamanho de I, entdo A
é uma a-aproximagdo para P, em que o > 1 é chamado fator de aproximagdo.

Para um problema de maximizagdo podemos definir uma aproximacio de forma similar,
bastando inverter as desigualdades. Mas serd que a andlise acima realmente d4 uma nog¢do precisa
da qualidade da solugao obtida pelo Algoritmo 2? Uma observacido importante € que a defini¢do
acima considera o pior caso, isso é, entre todas as instincias do problema, um pior caso ¢ uma
instancia para a qual a razdo entre o valor da solu¢do obtida e o valor 6timo é a maior possivel.
Portanto, para certas instancias, essa razao pode ser bem menor e, no melhor caso, a solug¢do obtida
pode ter o valor 6timo.

Mas a pergunta ainda persiste, existe alguma instancia para a qual o Algoritmo 2 obtém
uma solucio que é de fato 2 vezes pior do que 6timo? Responder essa pergunta significa dar um
exemplo de instdncia. Vamos considerar a seguinte instdncia formada por r 4+ 1 vértices, para
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algum inteiro positivo r. O grafo consiste de um vértice central u que ndo é terminal ligado a r
vértices terminais por arestas de peso 1. Todas as demais arestas tém peso 2.

Primeiro, observe que essa instincia obedece a Hipdtese 1. Por um lado, se executarmos
o Algoritmo 2 sobre essa instancia, entdo obteremos uma arvore I’ composta por r — 1 arestas,
cada uma com peso 2 (note que todas as drvores geradoras de terminais sdo isomorfas) e, assim,
w(T') = 2(r — 1). Por outro lado, seja 7™ uma solugdo 6tima e considere a estrela S centrada em
u cujas folhas sdo todos os terminais. Como S tem 7 arestas de peso 1, w(S) = r e, como S é
uma drvore de Steiner vidvel, sabemos que w(7T*) < w(S) = r. Calculando a razdo entre w(7T') e
w(T*) temos w(T') /w(T*) > (2(r —1))/r = 2—2/r. Como r é arbitrario, essa razdo pode estar
tdo préxima de 2 quanto se queira. Concluimos que ndo existe constante o com o < 2 para a qual
o Algoritmo 2 € uma a-aproximacgao. Nesse caso, dizemos que a andlise do algoritmo foi justa.

2. Bem Préximo do Otimo

Na sec¢do anterior, vimos um exemplo de uma 2-aproximacdo para o problema da drvore
de Steiner de custo minimo. Existem outros algoritmos para esse problema que obtém fatores de
aproximagdo melhores para esse problema, sendo que o menor fator conhecido € 1,39, de Byrka
et al. (2013). Para um problema de minimizagdo, queremos um fator de aproximagao tdo pequeno
quanto possivel. Como obter uma aproximacgdo com fator 1 é equivalente a resolver um problema
NP-dificil, acreditamos que o melhor algoritmo de aproximacdo tem fator estritamente maior do
que 1. Mas quéo préximo de 1 podemos chegar? Para o problema da arvore de Steiner sabemos
que qualquer algoritmo de aproximagao tem fator pelo menos %, a ndo ser que P = NP (Chlebik
e Chlebikova, 2008).

Para alguns problemas a situacdo é diferente. Embora resolvé-los de maneira 6tima é
NP-dificil, podemos obter uma aproximacao com fator arbitrariamente préoximo de 1. Em outras
palavras, para cada constante € > 0, podemos construir um algoritmo que executa em tempo
polinomial em n e tem fator de aproximacdo 1+ €. A familia de todos esses algoritmos é chamada
de esquema de aproximagdo de tempo polinomial.

Considere o problema da cobertura de pontos por quadrados. Nesse problema, a entrada é
um conjunto de pontos S = {(x1,z2), (z1,%2),. .., (zn,zy)} no plano euclideano. O objetivo
é encontrar um conjunto R de quadrados de largura constante w que contém todos os pontos de
S e cuja cardinalidade seja minima. Por simplicidade, vamos supor que todas as coordenadas,
bem como a largura de um quadrado, sdo inteiras. Além disso, supomos que 0s pontos estao
contidos no retdngulo com um extremo na origem e outro extremo em (X,Y’), em que X, Y sdo
inteiros positivos limitados somente por um polindmio em n. Iremos chamar essa regido de caixa
delimitadora. Esse problema tem aplicacdes no desenvolvimento de bancos de dados de imagens,
em que os pontos representam informacdes sobre determinadas caracteristicas da imagem e o
objetivo € armazenar pontos proximos agrupadamente.

Decidir se existe uma cobertura de pontos por quadrados de um tamanho dado k£ € um
problema NP-dificil (Fowler et al., 1981), assim vamos projetar um algoritmo de aproximacao.
Primeiro, estudamos a estrutura de uma solu¢do 6tima: cada quadrado da solugdo tem as mesmas
dimensdes e, portanto, pode ser representado simplesmente pela posicao do vértice superior direito.
Também, embora se possa posicionar um vértice do quadrado em cada ponto do espago, basta
considerar os pontos inteiros positivos dentro da caixa delimitadora. Assim, uma solucao pode ser
representada por um subconjunto desses pontos.

Uma dificuldade do problema é que o nimero de pontos na caixa delimitadora é XY
e, como X e de Y sdo arbitrdrios, o nimero de solucdes candidatas pode ser muito grande.
Esse niimero é 2% que corresponde ao niimero de subconjunto de pontos inteiros na caixa
delimitadora. No entanto, se XY fosse limitado por uma constante, entdo poderiamos listar todas
solugdes candidatas. Seja r uma constante e considere o caso particular do problema em que
X =Y = rw. Podemos executar o seguinte algoritmo de forca-bruta.
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Algoritmo 3: Uma solu¢do para o problema da cobertura de pontos por quadrado
considerando X =Y = rw.
Entrada: conjunto de pontos S no plano, largura w e constante r
Saida: conjunto R de quadrados
1 Inicialize R* como o conjunto de todos os pontos da caixa delimitadora;
2 para cada subconjunto R de pontos da caixa delimitadora faca
3 se |R| < |R*| e a unido dos quadrados de R contém S entao
4 L Atualize R* com R;

5 retorna R*;

E claro que o Algoritmo 3 devolve uma solugio 6tima. Como X = Y = rw é constante,
o nimero de subconjuntos considerados também € constante e, dai, o tempo de execucdo do
algoritmo é polinomial em n, ja que em cada iteracdo, basta verificar se cada ponto é coberto
por um quadrado em R.

Mas se uma das dimensdes ndo fosse constante, isso é, se tivermos Y = rw constante,
mas X for um inteiro arbitrdrio? Nesse caso, particionamos a caixa delimitadora de forma a obter
diversas instancias adjacentes, cada uma limitada por uma caixa menor de altura e largura rw. A
intuicdo desse algoritmo € que, se existir uma solugdo 6tima em que nenhum quadrado cruza as
fronteiras das caixas menores, entdo a solugdo 6tima em cada subproblema é tao boa quanto uma
parte da solucdo 6tima para o problema geral. Assim, queremos encontrar uma parti¢do da caixa
delimitadora do problema original tal que o nimero de quadrados que cruza as fronteiras das caixas
menores ¢ o menor possivel. Cada deslocamento da primeira caixa induz uma particao distinta
(veja a Fig. 2). Utilizamos o seguinte algoritmo, que é chamado algoritmo do deslocamento.

Algoritmo 4: Algoritmo de deslocamento

Entrada: conjunto de pontos S no plano, largura w e constante r

Saida: conjunto de quadrados de menor cardinalidade
1 paracadad =1,2,...,r faca
2 Crie um conjunto de caixas C¢ = {C¢, CY, ...}, tal que o vértice superior direito
de C¢ é (dw + (i — 1)rw, rw);
para cada C¢ faca

Execute o Algoritmo 3 sobre a instincia correspondente e obtenha uma
L solucdo de;

5 | Faca R? ser a unido de todos RY;

6 retorna o conjunto R® de menor cardinalidade;

Figura 2: Exemplo de particao da caixa delimitadora (linha sélida vermelha) em quatro
caixas delimitadoras menores (linhas tracejadas).

Cl cl Cl cl

;le-

Fonte: Elaborada pelo autor.

|

O seguinte lema mostra que esse algoritmo obtém uma solucdo que ndo é muito distante de
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uma solucdo 6tima no caso particular em que ¥ = rw.

Lema 2. Seja R a solucdo devolvida pelo Algoritmo 4 e R* uma solucdo otima. Entdo vale
Rl < (1+1/r)[R"|.

Para demonstrar esse lema precisamos de alguma maneira comparar R* com R. Como
sabemos que R € a unido de Rcf, Rg, ... para algum d, entdo iremos utilizar R* para construir
solugdes vidveis para cada instancia induzida por Cid. Mais precisamente, seja Vid o conjunto de
quadrados de R* que intersectam C’ld. Observe que Vid ¢ uma solugdo vidvel para C’ld, ja que cada
ponto em C’id deve ser coberto por algum quadrado de R* que estd em Vid. Assim, concluimos:

|RY| < |V, (0

Jja que Rf ¢ Otima para C’Zd. Se utilizarmos apenas a desigualdade (1) para um valor de d fixo,
obtemos o seguinte:

(B < |RY = |RY| + |BY| + - < VAL +VE + .. @

No caso afortunado em que os conjuntos V;d sdo disjuntos, saberiamos que a ultima soma
seria no maximo |R*| e concluiriamos que R é, de fato, uma solu¢do Gtima. Acontece que
um quadrado pode ter intersecdo com duas caixas e, portanto, essa soma pode ser tdo grande
quanto 2|R*|. Esse limite ja d4 um fator de aproximacdo 2, mas podemos fazer uma anélise bem
melhor! Para isso, vamos definir /¢ como o conjunto de todos os quadrados que cruzam a fronteira
de alguma caixa de C¢, ou, equivalentemente, que intersectam duas caixas de C.

A observagio principal aqui é que os conjuntos I¢ sdo disjuntos. De fato, cada quadrado
tem lado w e cada caixa tem lado rw > w, assim, se um quadrado cruza uma linha de fronteira
da particio C¢ para algum d, entio esse quadrado ndo cruza a fronteira de outra parti¢io C d para
qualquer d’ # d. Agora somamos a desigualdade (2) para cada d e obtemos:

T

BRI <Y (V4 VS ) = D (IR + |17) < | RY| + | RY.
d=1 =1

Essa desigualdade implica que |R| < (1 + 1/7)|R*

, que é o enunciado do lema.

Mas ainda nao resolvemos o problema original. O que acontece quando ambos X e Y sdo
arbitrérios? Podemos decompor esse problema em problemas com caixas delimitadoras de altura
limitada, mas largura arbitrdria, da mesma forma que no caso anterior. Repetimos entao o mesmo
procedimento, mas utilizando o Algoritmo 4 como sub-rotina. A anélise da solucdo devolvida por
esse procedimento € bastante similar a analise anterior. A principal diferenca € que como sé temos
uma aproximacgdo para o subproblema, a equagdo (1) € substituida por uma equagdo da forma
|RY| < (14 1/7)|V4 e, como consequéncia, o fator obtido é (1 + 1/r)2. Note que para cada
€ > 0, podemos escolher r constante tal que (1 + 1/7)? < 1 + e. Nos termos definidos no inicio
da secdo, obtemos o seguinte lema.

Lema 3. Para todo € > 0, existe uma (1 + €)-aproximagdo para o problema da cobertura de
pontos por quadrados.

3. Indo Além

Neste pequeno tutorial, percorremos o caminho para desenvolver algoritmos de aproximagao
para dois problemas bastante diferentes: o problema da drvore de Steiner de custo minimo e
o problema da cobertura de pontos por quadrados de cardinalidade minima. O primeiro é um
problema tipico de projeto de redes, enquanto o segundo € basicamente um problema de geometria.
Além de introduzir a drea, esses dois exemplos ilustram quao diversos sdo os problemas tratados
sob a dtica de aproximagao e, igualmente variados, os algoritmos para tratar esses problemas.
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Sdo muitas as técnicas utilizadas para construir um algoritmo de aproximagao. Elas incluem
algoritmos gulosos, busca local, enumeragao, programacdo dindmica e métodos probabilisticos.
Uma técnica especialmente importante é a formulacdo de um problema como um programa linear
inteiro e a obtencdo de sua relaxacdo linear. Nessa abordagem, os algoritmos podem ser de
arredondamento, quando a relaxacdo € resolvida explicitamente e uma solucdo inteira é obtida a
partir da solugdo fraciondria, ou baseados no método primal-dual, quando é explorada a dualidade
do programa linear para obter um limitante para o valor da solucio 6tima.

Obter algoritmos de aproximagdo com fatores cada vez melhores é uma tarefa desafiadora
e utiliza métodos cada vez mais sofisticados. Por exemplo, obter uma 2-aproximacido para o
problema da 4rvore de Steiner é tdo simples quanto calcular a drvore geradora de terminais de
custo minimo (Gilbert e Pollak, 1968), enquanto obter uma 1,39-aproximacao envolve estudar
familias de solugdes para um problema restrito (Borchers e Du, 1997) e o desenvolvimento de
técnicas avangadas de arredondamento de programa linear (Byrka et al., 2013).

O problema da cobertura de pontos por quadrados foi estudado por Fowler et al. (1981),
que mostrou que tanto esse quanto o problema de empacotamento semelhante sao NP-dificeis. O
algoritmo de aproximagao discutido é de Hochbaum e Maass (1985), que introduziram a técnica de
deslocamento (em inglés, shifting technique) para esses e diversos outros problemas geométricos
no espaco d-dimensional. Uma técnica de deslocamento similar também foi estudada por Baker
(1994), que obteve esquemas de aproximacdo de tempo polinomial para o problema do conjunto
independente maximo em grafos planares e outros.

Algoritmos de aproximacgdo formam hoje uma 4rea consolidada e direcionamos o leitor
interessado a estuda-los nos livros-textos de Carvalho et al. (2001), também no de Vazirani (2001)
ou, mais recentemente, no de Williamson e Shmoys (2011). Obter uma aproximagdo para um
problema significa obter uma solu¢do que ndo é s boa o suficiente, mas que tem uma garantida de
qualidade. Mais do que isso, algoritmos de aproximagdo sdo uma ferramenta valiosa para medir,
entender e superar as dificuldades intrinsecas de obter uma solug@o 6tima.
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