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Resumo

Este trabalho busca destacar a relevancia do tema localizagcdo em questdes que afetam diretamente a
sociedade moderna, assim como sua relevancia no ambiente académico, cujas contribuicbes sdo
abundantes e altamente reconhecidas. Observando a complexidade de um problema que denominamos
por desafios aplicados, ao abordéa-lo, tem-se que buscar uma solucdo pratica, comegando por sua
formulaco matemaética e, depois, pela escolha apropriada de um método de solucdo. Especificamente,
este trabalho aborda tipologias metodolégicas, examinando problemas de localizacdo no plano e em
redes, com destaque para 0 modelo da p-mediana e suas multiplas extensdes. O trabalho também aborda
alguns métodos de solucdo, tanto heuristicos como exatos, apresentando brevemente suas caracteristicas
béasicas, assim como aborda a técnica dos diagramas de VVoronoi. A énfase maior do artigo encontra-se no
levantamento de aplica¢des, quase todas, mas ndo exclusivamente, observadas no ambiente nacional, na
forma de artigos, teses e dissertacdes. Pretende-se oferecer a comunidade uma visdo maior dos desafios
aplicados, uma extensa e selecionada bibliografia e uma forte motivagéo para assumir tal especializag&o.

Palavras-Chave: Localizacdo, Modelo da p-mediana, Diagramas de VVoronoi

Abstract

This work focuses on the relevance of the location theme in issues that affect directly the modern society,
as well as on its relevance to the scientific community, whose contributions are abundant and highly
recognized. Noticing the complexity of a problem that we denominate applied challenges, when
addressing it one has to look for a practical solution, starting with its mathematical formulation, and
subsequently choosing the appropriate solution method. Specifically, this work presents some
methodological typologies, through the study of location problems in the plane and also in networks,
with emphasis on the p-median model with its multiple extensions. This work also presents some
heuristic and exact solution methods, showing their basic characteristics, as well as it presents the
Voronoi diagrams technique. The major contribution of this work is related to the variety of applications
presented, most of which concerned with the national ambient, in the form of articles, thesis and
dissertations. We intend to offer the community an extended view of applied challenges, an ample and
selected bibliography, and a great motivation to assume such specialization.
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1. Introducao

O tema localizagdo sempre desfrutou de grande relevancia na histéria humana, desde o
homem primitivo, lutando por sua sobrevivéncia, ao moderno, buscando vantagens econdémicas
e ampliacdo de seu bem-estar. Em épocas remotas, o problema era visto como pontual,
enquanto hoje ele é tratado de forma transtemporal e multidisciplinar.

Problemas de localizacdo tratam de decisdes sobre onde instalar unidades de servico
ou, simplesmente, facilidades, supondo que os demandantes, ou clientes, devem ser atendidos
de forma a otimizar algum critério (Drezner, 1995). O termo “facilidades” pode ser interpretado
como postos de saude, escolas, fabricas etc, enquanto que clientes se referem respectivamente a
gestantes, estudantes, compradores etc. Conceitualmente, o problema de localizacdo € mais
abrangente do que determinar a localizacdo de facilidades, pois do ponto de vista da logistica,
outros aspectos costumam ser colocados como, por exemplo, a quantidade, a capacidade, a
funcionalidade, as fontes de abastecimento, as regides de atendimento etc.

Andlises geométricas do problema nascem da sua propria natureza, ao buscar centros
de gravidade, distancias minimas, lugares geométricos, bissetrizes, mediatrizes e outras
propriedades. O apogeu dos estudos de localizacdo no mundo antigo poderia ser atribuido a
Arquimedes (c. 287-212 a.C.) que, unindo conhecimentos de fisica e geometria, teria elaborado
o notavel plano de defesa de Siracusa para incendiar navios romanos por meio de espelhos
refletores e concentradores de raios solares, além de bombardeé-los com langadeiras mecénicas
(h& historiadores, porém, que duvidam de tais feitos, cf. Enc. Britanica).

Em eras mais recentes da histdria, tendo por base a geometria euclidiana, estudos sobre
identificagdo de pontos no plano possuindo determinadas propriedades costumam ser atribuidos
a Fermat (1601-1665) e Torricelli (1608-1647), de acordo com Drezner et al. (2004).

Estudos incluindo elementos econdmicos decorrem de desafios do mundo moderno e
Weber (1909) é considerado seu pioneiro. Ele examina a localizagdo de uma atividade
industrial, envolvendo o beneficiamento de matérias-primas e a distribuicdo ao mercado
consumidor, e conclui que, se o processo for perdedor de peso, ele devera localizar-se perto da
fonte das matérias-primas e, caso seja ganhador de peso, perto do mercado final. As atividades
extrativas minerais, por exemplo, em que grandes volumes de rejeitos surgem junto ao mineral
desejado, estariam no primeiro caso, enquanto que a producgéo de bebidas obtidas adicionando-
se dgua a concentrados ou a producdo de colchdes de espuma decorrentes de reag¢des quimicas
absorvedoras do ar atmosférico (caso, por exemplo, de instalacdo em Belém, PA, para suprir a
demanda da regido amazonica, a partir de grandes cilindros de produtos quimicos) seriam
exemplos do segundo caso.

No mundo atual, a localizacdo é um desafio multidisciplinar. Seus problemas reais, em
geral de natureza econbmica, sdo tratados mediante modelagens baseadas em elaboracdes
geométricas e resolvidos com recursos informaticos. Como consequiéncia, o tema localizagdo
permeia varias fronteiras da ciéncia e goza de um prestigio excepcional. Na nossa avaliacdo, 0s
problemas de localizagdo podem ser classificados em trés vertentes: os praticos, os académicos
e os aplicados.

Na vertente pratica estdo aqueles desafios tipicamente assumidos por empresas de
consultoria que buscam determinar a localizacdo ideal de uma atividade industrial ou comercial
especifica. De acordo com Buarque (1986), para embasar tais decisdes examina-se um elenco
de aspectos relevantes, variando desde qualidade da infraestrutura, disponibilidade da mao-de-
obra e acessos viarios, até regime pluviométrico e, muito especialmente, beneficios fiscais.
Estudos préaticos podem gerar valor para empresas de consultoria, mas ndo costumam gerar
publicaces cientificas, diante de interesses e sigilos envolvidos. Cabe ressaltar que, ao passar
de uma Unica para maltiplas instalagdes, a complexidade do problema muda de patamar.

Acreditamos que, na historia brasileira, o primeiro desafio préatico de grande
ressonancia colocado ao debate publico, para localizar uma atividade econdmica, ocorreu ao
final da década de 40, quando chegaram ao Brasil os equipamentos para a instalacdo da
Companhia Siderurgica Nacional — CSN, sendo objeto de um acordo com os Estados Unidos
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para participacdo de tropas do Brasil na 2% Guerra Mundial. Os estados mais influentes, S&o
Paulo, Minas Gerais e Rio de Janeiro, entdo capital, pleiteavam sua localiza¢do, gerando-se
grande controvérsia sobre o problema. Ao decidir pelo centro geométrico localizado em Volta
Redonda, a solugdo adotada pelo Governo Federal contemplou politicamente as trés fontes de
pressdo. O desenvolvimento subsequente dos investimentos industriais induzidos no vale do
Paraiba e no setor de transporte ferroviario e rodoviario, que integraram as trés regides,
mostrou ter sido essa uma boa decisdo. Hoje, certamente, a decisdo mais econdmica teria
definido outro local, favorecendo um porto oceénico, como as Ultimas siderdrgicas por aqui
instaladas, como a CSA, Cia Siderdrgica do Atlantico, em Itaguai, além da COSIPA, CST e
GERDAU, ou uma regido ferrifera do interior, conjugando-se a exportacdo de minérios ao
transporte ferroviario do carvao mineral como carga de retorno, como foi o caso da Usiminas e
da Acominas. A propdsito, a CSN esta desenvolvendo um novo projeto de expanséo, a CSN-2,
a ser localizada também em Itaguai, prevendo-se o possivel uso do porto da CSA.

Na vertente académica estdo aqueles atores envolvidos com a proposta de desenvolver
modelos matemaéticos cada vez mais refinados. Tais modelos abordam propostas derivadas do
aprendizado e do exercicio da criatividade humana, tendo em mente a contribuicdo ao
conhecimento, mas ndo necessariamente associado a aplicacBes especificas, assim como o
desenvolvimento de métodos de solucdo com a base matemética propria da Pesquisa
Operacional. O ambiente académico, igualmente, favorece o desenvolvimento de recursos
computacionais na forma de hardware e de software. O trabalho académico resulta em avangos
da ciéncia, e na ampliacéo do elenco de problemas reais que conseguem ser resolvidos com sua
utilizacdo. As atividades académicas sdo muito motivadoras, pois suas contribui¢es sdo vistas
como legitimas, respeitaveis, e de interesse cientifico. O nimero de artigos e pesquisas
dedicados ao tema localizag&o atesta o notavel prestigio e relevancia desses desenvolvimentos.

Na vertente aplicada estdo aqueles que fazem pesquisa visando resolver desafios do
mundo real, notadamente complexos, beneficiando-se das contribuicdes proporcionadas pela
area académica. Trabalhos aplicados costumam seguir a metodologia béasica da Pesquisa
Operacional, a qual passa pela identificacdo do problema, a formulacdo de um modelo
matematico com o uso de hipdteses simplificadoras, a resolugdo do modelo, a validacdo dos
resultados e o posterior oferecimento de propostas para implementacdo. Esse tipo de trabalho €
usualmente considerado por pesquisadores em ciéncias aplicadas na busca por respostas a
problemas observados pela sociedade, mas também a problemas encontrados em toda sorte de
atividades industriais. Esses estudos tendem a resultar em solugdes de maior eficiéncia no uso
dos recursos disponiveis, enquanto que no ambiente universitario tais estudos resultam em teses
ou dissertacdes e, mais adiante, em artigos cientificos. Exemplos de trabalhos aplicados,
sobretudo no ambiente nacional constituem o eixo principal deste trabalho e diversos estudos
encontram-se relatados mais abaixo.

O problema de localizagdo pode ser considerado onipresente, por ser objeto de um
interesse tdo amplo que tem gerado uma vastidao de artigos e pesquisas. Segundo Current et al.
(2002), os seguintes fatores tém colaborado para esse destaque, que, brevemente, seriam: i)
decisdes de localizacdo sdo freqlientemente feitas em todos os niveis de organiza¢des humanas;
ii) essas decisdes sdo em geral estratégicas em sua natureza, com efeitos em longo prazo; iii)
nessas decisdes externalidades devem ser consideradas, como por exemplo, poluicéo,
congestdo, desenvolvimento econémico; iv) modelos de localizagdo sdo extremamente dificeis
de serem resolvidos, pelo menos de forma 6tima; e v) esses modelos sdo especificos a cada
aplicacdo, ndo havendo um modelo genérico, apropriado a todo tipo de problema.

Com tal amplitude, ndo é de admirar que existam muitos trabalhos do tipo revisdo da
literatura, na forma de artigos e de livros. Dentre o0s primeiros citamos Brandeau e Chiu (1989),
ReVelle e Eiselt (2005) e Reese (2006), dentre os demais destacamos Daskin (1995), Drezner e
Hamacher (2004), Drezner (2004) e Farahani e Hekmatfar (2009).

Os problemas de localizacdo podem ocorrer em dois ambientes de referéncia: o plano e
a rede, enquanto que a solugdo de todo problema requer a especificacdo de distancias entre
cada par de pontos. No caso do plano, podem valer as distancias euclidianas, em que se aplica
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0 principio que a distancia mais curta entre dois pontos é dada pelo segmento de reta que 0s
une; as distancias metropolitanas ou outras possiveis métricas. No segundo caso, localizagdo
em redes, ha que se levar em conta os caminhos possiveis entre cada par de pontos,
eventualmente afetados por elementos topograficos, barreiras de todo tipo e, especialmente,
pelas vias orientadas que o cliente do servigo deve percorrer, embora se possa usar, em carater
aproximativo, outras métricas, inclusive a euclidiana.

O presente trabalho relne uma amostra de problemas relevantes sobre localizagéo,
discutindo metodologias e abordando técnicas de resolucdo, mas o objetivo predominante é
oferecer um amplo leque de aplicacdes notaveis, com base no modelo da p-mediana,
apresentadas na literatura e ilustradas com exemplos representativos. A maior parte dos
exemplos foi desenvolvida no ambiente nacional, como o leitor bem podera estimar, sendo a
maioria obtida em teses e dissertacGes.

Portanto, a proposta é reunir conceitos, modelos e metodologias, em geral ilustrados
com exemplos de aplicagbes em diversos contextos, capazes de motivar estudantes e
pesquisadores a ampliarem suas linhas de pesquisa nas direcBes aqui apontadas, além de
oferecer uma extensa bibliografia de apoio. A maior parte dos exemplos ilustrativos envolve o
modelo da p-mediana e seus modelos derivados por serem 0s mais usados. Claro que a
problemética da localizacdo é bem mais ampla, como sugere, por exemplo, o recente livro de
Farahani e Hekmatfar (2009), que contém capitulos com sugestivos titulos, como, dentre varios
outros: localizagdo hierdrquica, competitiva, dindmica, facilidades indesejaveis, localiza¢do
multicritério, medianas e centros, hubs, cobertura completa e maxima. No que se refere as
metodologias abordadas neste texto, apresentamos alguns métodos de solucdo, assim como a
técnica dos Diagramas de Voronoi que oferecem, em alguns casos, sugestivas aplicacdes e, em
outros, boas aproximagdes. Apesar de sua grande importancia na resolugdo de problemas de
localizagdo atualmente, como se pode verificar nos trabalhos, por exemplo, de Mladenovi¢ et
al.(2007) e de Almeida e Senne (2010), o foco deste texto ndo é abordar metaheuristicas.

O presente texto encontra-se assim organizado: a Se¢ao 2 apresenta 0 modelo bésico da
p-mediana, seguido por diversas de suas mais importantes variantes, e ainda apresenta a técnica
de diagramas de VVoronoi. A Secdo 3 passa ao tema préatico de localizagdo no plano e em redes,
mostrando diversos exemplos de aplicagbes. Uma introducdo é feita em cada exemplo
apresentado, porém sem transcri¢do de detalhes técnicos. A Sec¢do 4 elabora um breve exame
de alguns métodos de solucdo, tanto métodos exatos como heuristicas classicas. A Secdo 5
apresenta conclusdes e vem sucedida por uma extensa bibliografia.

2. Tipologias metodoldgicas
2.1. O modelo da p-mediana

O modelo matematico mais popular associado ao problema de localizacdo de atividades
ou de postos de servicos, ou facility location em inglés, € o0 modelo da p-mediana, o qual
escolhe p medianas ou pontos para localizar instalages (facilities) de modo a minimizar a
impedancia do sistema, ou seja, a soma ponderada das distancias dos clientes, centrados em
cada vértice ou centroide, as instalagcbes disponiveis. O uso do modelo da p-mediana é
apropriado nos casos em que cada cliente seguidamente percorre a distancia entre a sua origem
e o local que oferece o servico, tornando-se conveniente minimizar o somatério de tais
distancias. Esse é o caso tipico, por exemplo, do deslocamento diario residéncia-escola-
residéncia de um escolar, caso seguidamente abordado na presente revisdo. Certamente, 0
exemplos se multiplicam em consonéancia com os desafios da sociedade.

Para uniformizar a linguagem, quanto a localizagdo de escolas, em que os clientes s&o
escolares, 0s centrdides sdo pontos de concentracdo de alunos, usualmente, pontos centrais dos
setores censitarios. Certamente, a outros pares de atores se aplica 0 mesmo principio, como por
exemplo: bebé/creche; gestante/maternidade; enfermo/posto de salde; loja/centro de
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distribuicdo; consumidor/posto de servico; populacdo/parque recreativo; rede elétrica/estagdo
distribuidora;  lixo residencial/vazadouro; eleitor/posto  eleitoral;  populacdo/alarme;
celular/ponto de retransmissdo; pogo de petréleo/plataforma.

Sejam N = {1,....n} o conjunto de pontos de demanda; i€ N um determinado
cliente ou vértice; j € N uma instalagdo em potencial ou mediana; p o nimero de instalagfes
de servico ou medianas a serem localizadas; w; 0 peso ou importancia do cliente i; [ui,—ﬂ,,-],qxW a
matriz simétrica de distancias de cada cliente ¢ a instalacdo j, com d;; = O.W; [:1;'U]nxn a
matriz de alocagéo de cada cliente 7; onde x;; = 1 se o cliente i € alocado a instalagdo j e
x;; = 0, caso contrario; x;; = 1 indica que j € uma mediana e x;; = 0 em caso contrario.
Entdo, o modelo da p-mediana é apresentado da seguinte forma:

Min 7 = Z Z w;d;;T; @)

iEN JEN

Sujeito a Z wij=1; i€N )
JEN
Z Tj; =P (3)
JEN
Tij < Ly E? eN (4)
x;; €40,1}; 4,5 € N, Q)

onde a funcéo objetivo (1) indica a minimizacgéo das distancias ponderadas entre os clientes e
0s postos que oferecem servigos; as restricdes em (2) indicam que cada cliente : é alocado a
somente uma instalacdo 7; a restricdo (3) garante que somente p instalagdes oferecem o servigo
proposto; as restricbes em (4) afirmam que um cliente somente é atendido num local onde
existe uma instalacdo que oferece o servico, e as restricdes em (5) imp&em variaveis de decisao
binéarias.

Cabe lembrar que pode existir uma lista prévia de pontos candidatos a serem escolhidos
como mediana; nesse caso 0 modelo acima sofre pequenas modificacBes e recebe o nome
tradicional de problema de localizagdo de uma planta simples ou em inglés simple plant
location model (SPLP), a ser apresentado adiante, na Secdo 2.2.3.

Observamos ainda que, em lugar de localizacdo, o0 modelo acima pode ser interpretado
como modelo de zoneamento, em que se busca dividir o espago em p zonas, como sugerido no
modelo dos helicopteros na Se¢do 3.1.1 ou na proposta de localizagdo de escolas, caso (c) da
Figura 8, em que, para cada escola existe uma area de atracdo. Nessa Otica de zoneamento, 0
modelo da p-mediana pode ser aplicado ao problema de classificagdo de um conjunto de
padrdes, conhecido como cluster analysis (Xavier e Xavier, 2011), que busca agrupar
elementos com padrdes semelhantes em certo cluster e com padrdes diferentes em clusters
distintos.

2.2. Variantes do modelo p-mediana

Nesta secdo apresentaremos algumas das variantes mais conhecidas do modelo da p-
mediana apresentado na secdo anterior. Reese (2006) anuncia métodos de resolucdo, mas seu
trabalho se notabiliza pela diversificada gama de aplicacfes suplementares desse modelo.
2.2.1. Modelo da p-mediana com custos fixos

O modelo da p-mediana com custos fixos difere da formulacdo do problema da p-

mediana na definigéo da fungdo objetivo, adicionando-se o custo fixo f; de cada instalagéo 7,
como podemos verificar:
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Min 7 = Z Z widi;ri; + Z fivii ©)

IEN GEN JEN
Sujeito a: Zgﬁij =1. €N 7)
JEN
Z rij<p, JEN (8)
JEN
Tij <Xy, i, €N 9
x; €{0,1}, 4, j€N. (10)

A funcéo objetivo (6) indica a minimizagdo da soma das distancias ponderadas entre os clientes
e 0s postos de servico e dos custos de se criar novas instalagdes. Nas restricdes, a diferenca em
relacdo a formulagdo basica é a substituicdo da restricdo (3) pela restricdo (8), ja que neste caso
0 numero de instalagdes pode ser no maximo igual a p. Nota-se que as restri¢des (7), (9) e (10)
sdo idénticas as (2), (4) e (5), respectivamente.

2.2.2. Problema da p-mediana capacitado

Considera-se que para cada instalacdo j existe uma capacidade maxima de atendimento
(2 ;. Desse modo, a nova variante é formulada como:

Min Z = Z Z wid;jxy; (11)

iEN jEN

Sujeitoa: Sy =1, i€ N (12)
JEN
Z .G'?j‘}‘ =p (13)
JEN
Z wiri; < Qjrji. jEN (14)
iEN
Ty € {0 1}, i, J € N. (15)

A formulacdo do problema da p-mediana capacitado difere da formulagdo basica do problema
da p-mediana no que se refere a restricdo que associa o cliente 7 a instalagéo 7, isto é, substitui-
se a restricdo (4) pela restricdo (14), j& que neste presente caso considera-se a capacidade de
atendimento ; da facilidade x;;. O modelo acima supGe exclusividade entre cada centroide e
cada facilidade, pois as variaveis x;; sdo binarias. Caso a restricdo de integralidade das
variéveis seja relaxada, entdo uma nova variante deste modelo é obtida.

2.2.3. Problema de localizacdo de uma planta simples

Este problema, conhecido em inglés por simple plant location problem (SPLP), tem um
carater historico, pois foi esse 0 nome dado aos primeiros modelos de pesquisa operacional de
problemas de localizagéo e transporte de produtos ou servicos, em inglés, location allocation
problems. Este modelo tende a ser usado em ambientes industriais, onde se objetiva localizar
uma ou mais fabricas (plants) dentre um conjunto de possiveis pontos previamente
identificados, e dai abastecer a demanda de diversos centros de consumo. Nos modelos
anteriores a escolha dos p postos de servico é feita dentre os NV vértices da rede, enquanto que
neste modelo existe uma selecdo prévia de um conjunto ./ de localidades potenciais que podem
acolher as p instalacGes.

Sejam I o conjunto de clientes que demandam determinado servico; ./ 0 conjunto de
candidatos potenciais a localizar o posto de servigo; d;; a matriz de distancias entre os clientes
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i € I e os candidatos potenciais j € .J; x;; a decisdo de alocagdo, isto é, se x;; = 1 o cliente i &
alocado a instalagéo 7, e ;;; = 0, no caso contrario; y; a decisdo sobre selecionar o candidato j
como posto de servigo, isto € y; = 1se j € .J for selecionado para oferecer o servigo e y; = 0,
caso contrario; e f; o custo fixo de selecionar o vértice ;7 para oferecer o servigo. Entéo, o
problema de localizacdo de uma planta simples pode ser formulado como:

Min Z = Z Z dijri; + Z fivj (16)

iel jeJ JjeJ

Sujeito a: Z;r:,;j =1, iel 17)
jed
iy <Yy iel, jeld (18)
v €401} el jeJ (19)
i € {0,1}, je. (20)

Esse modelo difere da formulacdo do problema da p-mediana. A defini¢do da funcéo
objetivo (16) € distinta, j& que é considerado um conjunto potencial de instalagdes ./ para cobrir
a demanda / e é adicionado o custo de se criar uma instalacdo em ;. Quanto as restri¢des, (2)
assemelha-se a (17), mas o conjunto de localizagBes examinado restringe-se ao conjunto de
candidatos potenciais ./, a restricdo (18) substitui a restricdo (4) e as restricdes (19) e (20)
cumprem o mesmo papel da restricdo (5), ou seja, imp6em variaveis de decisdo binarias.

2.2.4. O problema da localizacdo com cobertura completa

Esse modelo é conhecido em inglés como the set covering location model (SCLM). O
objetivo € localizar o nimero minimo de instalagdes necessarias para atender a todos os pontos
de demanda. Para isso, define-se .S como sendo o afastamento maximo entre um ponto de
demanda e um ponto de oferta do servico, e ainda considera-se o conjunto das localizagdes
potenciais que atendem o ponto de demanda i € 7, limitados ao afastamento S:

N, = {jld;; < S}, (21)

onde d;; denota a distancia entre os pontos i e j. Logo, x; = 1 indica se o vértice j e J ¢
selecionado para 0 servigo e x; = 0, no caso contrario. Assim, a formulagdo do problema €
dada por:

Min 7 = Z:Irj (22)
JjeJ
Sujeito a: Z rp2>1, i€l (23)
JEN;
rj€40,1},  jeJ. (24)

A funcdo objetivo (22) procura minimizar o nimero de instalagdes; a restricdo (23)
indica que um cliente deve ser atendido por uma ou mais instalagfes dentro de uma distancia
maxima determinada e a restricdo (24) impde variaveis de decisdes binarias.

2.2.5. Problema da localizagdo com cobertura maxima
Esse modelo é conhecido em inglés como the maximal covering location problem
(MCLP). Ao contrario do modelo (SCLM) anterior, que pretende minimizar o nimero de

instalacGes de modo a atender a toda a demanda, neste modelo é dado um namero pré-fixado p
de instalacBes e deseja-se localiza-las de modo a maximizar a demanda atendida. Deve-se
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ressaltar que, em ambos os modelos, atender a demanda significa que o afastamento maximo .S
entre os pontos de demanda e de oferta seja respeitado.

Sejam w; a demanda no vértice < € I; p 0 numero de instalacdes a serem ativadas;
xj =1 se o veértice j € J for selecionado para se tornar uma instalacdo e x; = 0, caso
contrario; z; = 1 se o vértice ; € I é atendido por alguma instalacdo e z; = 0, caso contrario.
Assim, a formulacdo matematica do problema (MCLP) é dada por:

Max 7= wz (25)
el

Sujeito a: wj—z=0. i€l (26)
JEN;
Z:r:j =p (27)
ied
x; € {0.1}, jedJ (28)
2 e {0,11, el (29)

A funcdo objetivo (25) maximiza a demanda coberta; a restricdo (26) afirma que um
cliente serd coberto se existe pelo menos uma instalacdo localizada dentro da distancia de
cobertura. A restricdo (27) limita a exatamente p o nimero de instalagcdes localizadas e as
restricdes (28) e (29) definem varidveis de decisdo do tipo binario.

2.2.6. Localizacdo de Hubs

Numa rede de transporte, um hub representa um ponto de concentragéo, que consolida
a demanda e favorece o transporte subseqiiente. No problema de localizagdo de hubs em uma
rede, propOe-se transferir cargas de vértices de menor demanda (spokes), para hubs
concentradores e desses, de modo consolidado e a custos reduzidos, para outro hub e dai para o
destino final, outro vértice do tipo spoke. Esse sistema foi desenvolvido pelo servico postal
americano, mas é hoje usado no transporte aéreo e no transporte de cargas terrestres parceladas.
No caso do transporte aéreo, o sistema oferece diversos beneficios, tais como o aumento na
oferta e na freqiiéncia de vbos e a diminuicdo no valor dos custos. A primeira formulacéo
matematica para esse problema foi proposta por O’Kelly (1987), com uma fun¢do objetivo ndo
linear.

Sejam w;; o fluxo entre os vértices 7 e j, com i,j € N; ¢;; 0 custo unitario de
transporte entre os vértices ¢ e j; « 0 fator de desconto para o transporte entre hubs; p o
nimero de hubs; x;; =1 se o nd j & um hub, e x;; = 0 caso contrario. O modelo original do
modelo p-hub é:

Min Z = Z E w,;j(Z CikTip + Z CimTjm + Z Z Clom ik jm) (30)

1EN JEN keEN meN kEN meEN
Sujeito a: (n—p+ 1)z — Z:{rij <0, 7N (31)
1EN
Z:Iry‘j =1, 1el (32)
JEJ
Z Tij=p (33)
JEN
r;; € 0,1}, i€N. (34)

A funcéo objetivo (30) minimiza o custo total de transporte aéreo. Os primeiros dois
termos de (30) avaliam custos de entrada e saida de fluxos no hub. O terceiro termo contabiliza
custos associados aos fluxos inter-hubs; o pardmetro « reflete o efeito escala de interconexao
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de fluxos, pois a idéia é que quanto maior for o fluxo inter-hubs, maior sera o desconto na taxa
de transporte. O grupo de restricbes em (31) assegura que nenhum vértice seja atribuido a uma
localidade, a menos que um hub seja aberto naquele local (i.e., deve-se ter x;; = 1, para que
algum vértice seja alocado em j), fixando um limite maximo de (n — p + 1) vértices associado
a um hub, incluindo ele proprio. As restrigdes em (32) garantem que cada vértice seja atribuido
somente a um hub, a restricdo (33) gera o numero fixo de hubs e em (34) as variaveis de
decisdo de tipo binério séo definidas.

Posteriormente, esse modelo foi colocado no formato linear inteiro, mediante a
introdugéo de variaveis binarias do tipo X;;,,,;, que indica que o fluxo entre os vértices spokes ¢
e j é feito com passagem pelos hubs situados nos vértices % e m, e de um custo associado a
essa variavel dado pela soma ;i + ¢rm + ACm.

2.2.7. Localizagdo Hierarquica

Vamos estudar uma formulacdo matematica do problema em que as localizagbes se
encadeiam de acordo com niveis, usando como referéncia o trabalho de Galvdo et al. (2002),
gue apresenta uma aplicacdo da localizacdo hierarquica de servicos perinatais.

Sejam  respectivamente [ = {1.2,...m}, J={1.2,..n} e T ={1,2,3},
representacfes do conjunto de gestantes (separadas por m bairros da cidade), do conjunto de
instalacBes potenciais, do conjunto de servicos oferecidos. Existem trés niveis de servigo:
ambulatdrios (1), maternidades (2) e clinicas neonatais (3), conforme o grau crescente de risco
para os bebés. Sejam W; o numero de gestantes localizadas em i € /, d;; a distancia entre o
ponto de demanda i € 7 e a localizagdo da instalagdo j € .J e d;; a distancia entre a
maternidade j € .J e o centro de neonatologia k € .J.

Os seguintes parametros foram definidos para este modelo: um fator « para explicar
diferencas nos custos de viagem (0 < « < 1), dado que a viagem das pacientes encaminhadas
das maternidades a clinicas de neonatologia é por ambulancia; ¢, a propor¢éo de gravidas
aconselhadas a ir diretamente a uma clinica de neonatologia para dar a luz; ¢, a proporgéo de
gestantes em maternidades encaminhadas a uma clinica de neonatologia; p;, p2 € ps, 0 nUmero
méaximo de ambulatorios, maternidades e clinicas de neonatologia, respectivamente,
consideradas no modelo; e M um ndmero grande.

Finalmente sdo definidas as variaveis a:fj, t=1,2,3, para o fluxo de gestantes de

+ € I ainstalacdo j € .J para receber o nivel de servico t € T e :z:jk_ para o fluxo de gestantes

encaminhadas da maternidade j € .J a clinica de neonatologia % € .J por ambulancia; a
varidvel de localizacdo yj = 1indica se uma instalagdo do nivel ¢t € T é localizadaem j € .J, e

yj = () caso contrario. O modelo matematico é:

Min 2= Y dytely 44 o X Sl @)

el jed JeT ked
Sujeito a:

ZF,I) =W, iel (36)
jcJ

> af = (1- )W, iel (37)
j€J

> al = oW, iel (38)
Jjed

Z T}ig‘ = HZ a?%j., jed (39)
keJ el

dah <Myj+yi+y)),  jed (40)
el
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Do al < My} + ). jeld (41)
el

> al > wh; < My jed (42)
el keJ

yi s+ <1, jeldJ (43)
> i <m (44)
JEJ

> oy <p (45)
Jjed

>yl <ps (46)
J€Jd

:r:}j,:l:?j, ;ﬁ?j,fl,'jk >0, iel,jeld keld (47)
ujuiyi € 40,1}, jed. (48)

Nesta formulacdo, a funcdo objetivo (35) minimiza a distancia total percorrida. As
restrices (36) garantem o servico de nivel 1 para todas as gestantes e as restri¢coes (37) e (38)
afirmam que nascimentos ocorrem ou numa maternidade ou numa clinica neonatal (a propor¢édo
¢ de gestantes vai diretamente a clinicas neonatais para dar a luz). As restricdes (39)
estabelecem que uma proporcao # de gestantes nas maternidades é encaminhada a uma clinica
neonatal por ambuléncia devido a complicacGes detectadas quando uma mulher estad na
maternidade. As restrigdes (40)-(42) afirmam respectivamente que os niveis de servi¢os 1, 2 e 3
podem ser obtidos nos pontos onde as instalacdes de nivel adequado estdo localizadas. As
restricbes (43) evitam a localizacdo de diferentes tipos de instalagbes no mesmo local; as
restricfes (44)-(46) impdem limites orcamentarios e as restricbes (47) e (48) definem a natureza
das variéveis de decisao.

2.2.8. Problema p-centro

Formulado por Hakimi (1964,1965), o problema p-centro é um problema NP-dificil
(Kariv & Hakimi 1979). Seu objetivo € minimizar a distancia maxima entre clientes e um
namero fixo de instalacfes de servicos a serem determinadas. Nesse problema os vértices ndo
tém pesos.

Considerando-se 0s mesmos parametros, exceto 0s pesos, € as mesmas variaveis de
decisdo do modelo da p-mediana, e ainda considerando z como uma variavel auxiliar, entdo o
problema p-centro é formulado como segue:

Min =z (49)
SUJE|t0 a. Z.’I?l’j =1 V?.. (50)
J
Z Ty = P (51)
b
iy < xy; Vi, g, (52)
z 2 Z d,jj;}?.,'j V?, (53)
b
xi; € {0,1} Vi, j, (54)

onde (49) e (53) compdem o0 objetivo min-max: minimizacdo da distancia méxima entre
clientes e facilidades. As restricbes em (50) certificam que a cada cliente ¢ deve ser atribuida
exatamente uma instalagdo j. A restricdo (51) garante que p facilidades sdo localizadas, (52)
assegura que um cliente é atendido num local onde existe uma instalacdo que oferece o servico.
As restricoes (54) sdo de integralidade.
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2.3. O Diagrama de VVoronoi

Georgy Voronoi (1868-1908) foi um matematico russo que contribuiu para o estudo
denominado de Tesselagdo de Dirichlet, algo que poderia ser interpretado como construcao de
mosaicos. Trata-se de um tipo especial de particdo do espaco métrico determinado pelas
distancias euclidianas de um conjunto de pontos especificados do espaco. Essa particdo do
plano com n > 2 pontos geradores resulta em poligonos convexos, tais que cada poligono
contém exatamente um desses pontos geradores, e ainda pontos interiores que estdo mais
préximos deste do que qualquer outro ponto gerador.

A Figura 1 ilustra seis pontos geradores e suas correspondentes areas poligonais
contendo 0s pontos mais proximos de cada ponto gerador. Na Se¢do 3.1 deste trabalho,
denominada localizacdo em um Plano, ilustramos diversos exemplos de aplicacBes praticas
deste conceito em ambientes euclidianos. Igualmente, na Se¢do 3.2 sobre localizagdo em
Redes, mostraremos ambientes em que existem diversas barreiras para o deslocamento, mas
que podem ser superadas através do diagrama de Voronoi que oferece uma perspectiva
aproximada.

REGIAO

Figura 1. Diagrama de VVoronoi. A regido em cinza representa a regiao
de abrangéncia do ponto gerador central.

Baseando-se em Boots e South (1997), o diagrama ordinario de Voronoi pode ser
definido especificamente como: seja um conjunto de n instalagdes, P = {p1,p2,..., pn},
2 < n < oo em um espago a duas dimensdes. Seja x; = (x;1.2;2) a localizacdo da instalagéo
p;. Suponha cada instalagdo espacialmente distinta, ou seja, x; #x; para j # |,
j.lel, ={1,2,...n}. Seja x = (x1,x2) uma localizagdo arbitraria de um ponto » no plano.
Entéo, a distancia euclidiana entre p e p; e dada por

d(p.pj) =l @ — 25 = /w1 — 2,0)° + (w2 — 20)°.

Aregido V(p;) = {x| || v — z; ||<|| « — 2y || para j # [, 1 € I, é chamada de poligono
ordinario de Voronoi da instalagdo p,. Certamente, V(p;) contém todas as localizagBes que
estdo mais proximas da instalacdo p; do que de nenhuma outra. Por outro lado, o conjunto
I'(P)={V(p1),..., V(p,)} é chamado de diagrama ordinario de Voronoi do conjunto de
instalacbes P.

Okabe e Suzuki (1997) ampliam o entendimento conceitual do diagrama e classificam
as instalagdes em trés tipos de acordo com a forma e o tamanho relativo a area da regido dada.
Se uma instalacdo € relativamente pequena, tal como um armazém em certa cidade, ele é
chamado de point-like facility; se a instalacdo é relativamente longa e muito estreita, tal como
uma estrada de ferro, a instalagdo é denominada de line-like facility; e se a area ocupada pela
instalacdo ndo é negligivel, tal como o distrito federal de Brasilia, a instalacdo é denominada de
area-like facility.
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O trabalho de localizagdo de escolas de Teixeira e Antunes (2008) leva em conta a
geografia das estradas rurais, e busca agregar escolas de acordo com sua proximidade desta
estrada e ndo com a distancia do escolar a alguma escola mais préxima. O trabalho denomina
esse processo de alocacdo de alunos a escolas de path-assignement que, obviamente, constitui
um exemplo de line-like facility.

3. A localizacdo no plano e no espaco
3.1. Localizacéo no plano

Neste tipo de ambiente sup8e-se a inexisténcia de restricdes de percurso, de modo que
se pode usar a métrica mais conveniente. Exemplos tipicos dessa situagcdo sdo 0s casos de
localizar instalacGes onde ndo existem barreiras, como instalacdes petroliferas no mar, hubs no
transporte aéreo ou localizar instalacGes em terra, porém em locais desprovidos de benfeitorias
e barreiras topogréficas, ficando-se a vontade para organizar o solo urbano.

Caso particular importante do problema da p-mediana consiste em achar o centro de
gravidade de um conjunto I de pontos dotados de ponderacdo, em que cada ponto i € [ tem
coordenadas (x;, ;) e peso w;. De acordo com a nomenclatura adotada, o caso particular do
centro de gravidade corresponde ao problema da 1-mediana. Definindo-se w = > w; como o
total dos pesos dos pontos, as coordenadas (w,.y,) do centro de gravidade podem ser
calculadas pelas expressoes:

w; wW;
x, = Z Tu’mi e Yp= Z an'i- (55)

Para a localizacio em um plano ha que se adotar uma métrica. Em sistemas
geogréficos, definem-se varios tipos de métricas decorrentes de modos alternativos do
mapeamento da esfera terrestre em um plano, mas as métricas mais adotadas sdo: a euclidiana e
a metropolitana. Sejam os pontos i e j com coordenadas (x;, ;) e (x;,y;), a distancia de ¢ a 7
na métrica euclidiana é dada por

dij = /(i — 2> + lyi — y; %), (56)
enguanto que na métrica metropolitana a distancia é dada por
dij = |vi — x5 + |yi = yjl

A métrica euclidiana deriva-se da geometria basica desenvolvida por Euclides e esta
associada ao conhecido teorema de Pitagoras. A esse teorema costuma-se atribuir a propriedade
intuitiva de que a distancia mais curta entre dois pontos no plano é medida ao longo do
segmento de reta que 0s une.

A métrica metropolitana é mais simples de ser calculada e esta coerente com a
representacdo de pontos no plano segundo o método cartesiano. Assim, a distancia associada
entre dois pontos ¢ e j é dada pela soma dos valores absolutos das diferencas de abscissas e de
ordenadas. Autores norte-americanos referem-se a essa métrica como a métrica de Manhattan,
levando em conta o tragado planejado das ruas da citada ilha. Outros autores sugerem o uso da
norma p para definir de modo geral a distancia entre dois pontos, dada pela expresséo:

dij = /(Jwi — 2|7 + [yi — yjlP). (57)

Observa-se que a métrica metropolitana equivale a p = 1, enquanto que a euclidiana
corresponde a p = 2. Dadas as distancias entre diversos pares de pontos e suas coordenadas,
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existem estudos que buscam estabelecer o valor mais apropriado de p que melhor aproxime
distancias reais de suas coordenadas cartesianas. Claro que tais estudos relacionam-se com a
medicdo de distancias em ambientes contendo barreiras e limitacGes de diversos tipos, como
ocorre na medicdo de distancias em redes ou na superficie terrestre.

3.1.1. Exemplos de localizac¢do no plano
a) Sirenes com alertas

Sirenes foram introduzidas em certos estados norte-americanos como alertas de
tornados, visando a mobilizacdo da populagéo e das equipes de socorro. O mesmo acontece em
regides vizinhas a instalagbes nucleares em caso de acidentes, alertando para evacuacao.
Segundo O’Kelly e Murray (2004), o trabalho de Kershner (1939) foi o precursor no estudo da
distribuicdo ideal de sirenes para a cidade de Dublin no estado de Illinois, EUA. A disposicao
mais efetiva das sirenes para cobrir a &rea urbana é aquela mostrada na Figura 2, dado que o
alcance de cada sirene é padronizado em 1320 pés, cerca de 400m, correspondendo ao raio da
circunferéncia circunscrita de cada um dos hexagonos regulares.

Figura 2. Tipo de abrangéncia das Sirenes em Dublin, Illinois, EUA.
Fonte adaptada de O’Kelly e Murray (2004).

b) Helicdpteros no combate a criminalidade

Estudo de Martins e Pizzolato (2004) realizado para a Policia do Rio de Janeiro
considerou a importancia dos helicopteros no primeiro contacto de observacdo no combate de
alguma acg&o criminosa reportada. Com isso, do alto, a equipe policial avalia as circunstancias e
orienta as equipes terrestres para chegarem a regido de modo apropriado. Dados béasicos do
estudo foram: a relacdo de bairros, com 0s seus centroides, suas taxas respectivas de
criminalidade, a matriz de distancias euclidianas entre os diversos centréides e os pontos
candidatos a serem heliportos. O resultado do estudo prop6s a localizacdo de duas bases de
helicopteros, como mostra a Figura 3, tendo no fundo o mapa do Rio de Janeiro com seus
distintos bairros, representados pelas poligonais.
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Figura 3. Localizagéo de duas bases de helicdpteros no municipio do Rio de Janeiro.
Fonte: adaptada de Martins e Pizzolato (2004).

¢) Plataformas de petréleo no mar

A extracdo de petroleo na plataforma continental exige a presenca de plataformas
maritimas que concentram a produgdo de diversos pogos em uma determinada area. Essas
instalacOes estdo ligadas a pocos submarinos por longos dutos e promovem a separagao inicial
entre 6leo e gés, bem como seus armazenamentos para posterior transferéncia destes para
grandes tanques na costa. Como a plataforma maritima é Gnica para uma dada jazida, a
producdo de cada pogo é diferenciada e, portanto, deseja-se reduzir a metragem dos tubos
flexiveis que conduzem o petréleo. Este problema pode ser modelado como 1-mediana no
plano.

A dissertacdo de Estrella (2011) examina o problema logistico basico de localizagdo no
plano, como mostra a Figura 4, em que diversos pogos estdo conectados a uma plataforma,
enquanto que Rosa e Ferreira Filho (2006) examinam 0 mesmo problema sob uma 6tima mais
complexa que incorpora variaveis tecnoldgicas, como as variagdes da producdo ao longo da
vida util dos pocos.

Figura 4. Localizacdo de plataformas maritimas.
Fonte: Estrella (2011).
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d) Hubs no transporte aéreo

A tese de doutorado de Figueiredo (2010) conceitua o problema de hubs no transporte
aéreo e faz uma aplicagdo para o caso Brasil e outra para 0o caso América do Sul. Sao
consideradas distancias euclidianas e sdo propostos modelos para 0s casos mais relevantes, com
1, 2 e 3 hubs, chamados de major hubs, além de definir areas de influéncia de pequenos
aeroportos regionais, que seriam os mini hubs. Foram usados modelos do tipo p-mediana para
estabelecer zoneamentos geogréaficos, envolvendo somente 0S pequenos aeroportos, cujos
centros geram 0s mini hubs que se conectam aos demais aeroportos via major hubs, como
mostra a Figura 5.

(a (b)
Figura 5. Localizagdo de hubs para América do Sul: (a) hubs principais
(major hubs) e (b) hubs menores (minor hubs). Fonte: Figueiredo (2010)

e) Méxima cobertura de servicos

Importante variante do modelo da p-mediana é o problema de maxima cobertura.
Deseja-se localizar um determinado nimero de instalagdes de modo a maximizar a quantidade
de pessoas beneficiadas, entendendo-se que a cobertura relaciona-se a distancia maxima entre
um centrdide e a instalagdo de servico. Tal problema ocorre tipicamente na localizagdo de
radares e de instalagcbes de telecomunicagdes, como antenas, torres de transmissdo etc. Uma
variante do problema de méaxima cobertura é o caso em que se deseja atender toda a demanda e
minimizar o namero de instalacdes necessarias.

+ =+
’ A ' T A
A S
+
demanda i
< +
4
A
\—l—
N S o + ponto de demanda
ocalizagdo i
+
A localizagio
=+ candidata
A
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Figura 6. Problema de méaxima cobertura de servigos hospitalares. Fonte: Téreyen (2007).
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Ambos o0s problemas podem ser vistos em ambientes euclidianos, caso das
telecomunicacbes, ou em redes, caso das comunidades como discutido acima. Na Figura 6,
ilustramos o problema de méaxima cobertura para localizagdo de hospitais, estudado por
Téreyen (2007), em que dois dentre cinco locais potenciais foram selecionados, de modo a
oferecer servigos hospitalares ao maior nimero possivel de clientes, dentro de um raio maximo
preestabelecido S.

No México, por exemplo, o problema de maxima cobertura orienta na localizacdo de
maltiplos tipos de postos de servigos em regides rurais, tais como, correios, bancos, agéncias
publicas e escolas, visando atender o maior nimero possivel de pequenas comunidades, diante
da impossibilidade de dotar todas as comunidades com todos o0s servi¢os oferecidos.

3.2. Localizagéo em redes

Os sistemas de transporte operam ao longo de vias ou rotas especificas que interligadas
formam uma rede. Assim, o transporte rodoviario pressupfe a existéncia de uma rede
rodoviéria; as linhas de trem exigem a rede ferrovidria; o transporte fluvial requer aquavias; o
transporte por dutos, as dutovias; as linhas aéreas também envolvem corredores aéreos de
trafego, as aerovias etc. O pedestre, igualmente, nas areas urbanizadas pelo menos, fica
confinado a percorrer distancias ao longo da rede viaria.

Porém, o problema de medir distancias reais ao longo de redes pode ser tomado como
identificar a menor distancia ao longo de todos os possiveis caminhos que ligam dois pontos.
Diante de uma malha densa, esse problema pode ser muito complexo, podendo-se, como
aproximacao, usar distancias euclidianas.

Mesmo assim, esses calculos sdo complexos. Uma alternativa € aproximar as distancias
reais por distancias euclidianas, cometendo erros que podem ser estimados. Para o Estado de
Séo Paulo, usando regressdo linear, Novaes (1989) faz uma comparacdo entre distancias reais e
distancias euclidianas. Uma das conclusdes, é que, para a cidade de Sdo Paulo as distancias
reais equivalem a cerca de 1,366 as distancias euclidianas, sugerindo uma regra préatica para
achar distancias entre dois pontos da cidade, qual seja, medir a distancia linear entre 0s pontos e
acrescentar a grosso modo 30%.

3.2.1. Resultados de Hakimi

Os estudos de Hakimi (1964) tiveram o efeito de despertar o interesse pelos estudos de
localizagdo de postos de servicos em redes. Esse autor prop6s dois teoremas relevantes sobre o
tema. O primeiro deles estabelece que, ao se escolher um ponto central em uma rede, contendo
vértices e arcos, os candidatos a ponto central deverdo ser os vértices da rede. No caso do
segundo teorema, em que se escolhe p pontos centrais, problema conhecido como p-mediana, a
selecdo pode ficar restrita aos N vértices. Assim, no caso da p-mediana, 0 nimero de possiveis

alternativas é ( N ) tornando o problema de natureza combinatéria.
p

Para entender a argumentacdo de Hakimi, suponha que existe um ponto da rede que
minimiza a soma ponderada das distancias mais curtas de todos os vértices a este ponto. A tese
proposta é que tal ponto vem a ser um dos vértices da rede. Para tanto, suponha: w; 0 peso
associado ao Vvértice ¢; d,; a menor distancia entre os vértices ¢ e 7; N o conjunto de vértices da
rede; = um ponto qualquer da rede (podendo incluir vértices ou arcos).

Deseja-se mostrar que existe um vértice 1 € N tal que a distancia ponderada de todos os
demais vértices a ele é inferior ou igual aquela dirigida a um ponto qualquer =, ou seja,

Z wid;, < Z Wi

1eN €N
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Se r é um dos vértices, o teorema esta provado. Se r estd no arco que conecta dois
veértices p e ¢, entdo a menor distancia desde o vértice ¢ até o ponto r devera passar pelo vértice
p ou pelo vértice ¢, de acordo com a expressao:

dip = min (d;y + dpy, dig + dyy). (58)

Sejam K o conjunto de vértices que chegam ao ponto » da forma mais curta pelo vértice
p e J o conjunto de vertices que chegam ao ponto r pelo Vértice q. Entdo dy, = dyp, + d,r;
ke K,e d;,‘-,~ = djq + dqr; jed.

Com apoio da Figura 7, a verbalizacdo da demonstracdo pode ser feita nos seguintes
termos: suponha, por absurdo, que o ponto ideal para localizacdo seja o ponto , situado no
segmento entre 0s vértices p e ¢. Para atingir o ponto r, suponha que a maior parte dos clientes
passe pelo vértice p. Ao transferir a localizacdo do ponto r para 0 ponto p, esta massa de
clientes se beneficiard com a reducéo do percurso em d,,, enquanto que os demais clientes, que
chegam via o vértice ¢, antes de atingir », deverdo ampliar seu trajeto no mesmo valor d,,,.
Como o primeiro grupo é superior ao segundo, hd& um ganho no sistema em transferir a
localizagdo para o vértice p, em contradicdo a hipotese, e demonstrado o teorema. Para a
demonstracdo original sugere-se buscar o citado Hakimi (1964) ou ReVelle et al. (1970).

Figura 7. lustracéo dos conjuntos K e .J.
3.2.2. Exemplos de localiza¢do em redes
a) Escolas municipais de Nilopolis, Rio de Janeiro

Pizzolato et al. (2004) usam o modelo da p-mediana para propor as localizagGes ideais
de escolas no municipio de Nilopolis, Rio de Janeiro, supondo sempre que o aluno prefere a
escola mais proxima de sua residéncia. Nilopolis possuia, segundo o Censo de 1991, uma
populagdo de quase 160 mil pessoas, com 18,5% de jovens na idade 7-14 anos. No estudo
foram identificados 128 setores e 22 escolas, conforme a Figura 8, cujos poligonos indicam os
setores censitarios do municipio e 0os pontos as escolas publicas (estaduais e municipais)
existentes. O estudo também usou os dados populacionais determinados pelo IBGE, com a
quantidade de jovens na faixa etaria 7-14 anos em cada setor censitario. A seguir, foram
medidas as distancias euclidianas entre cada setor e seus vizinhos mais préximos, enquanto o
algoritmo de Floyd-Warshall completou a matriz de distancias para todos os pares de pontos.

O estudo se desenvolve em duas partes. Na primeira, faz-se uma avaliacdo da situacao
existente e se mostra, com 0 apoio de cores, as escolas do municipio, e respectivas regides, com
maior escassez de vagas e aquelas com excesso de vagas. Para melhor entender a parte (a),
considere o setor censitario 89, onde existe uma escola. Sabe-se a capacidade dessa escola e a
menor distancia identifica os setores em que ficam os demandantes dessa escola, pelo critério
proximidade. Comparando ambos 0s nimeros, resulta um desequilibrio positivo ou negativo,
representado por cores. Laranja, vermelho, roxo e negro seriam indicativos de situagdes
progressivamente piores, enquanto que azul, verde e suas nuances indicariam situagdes mais
favoraveis.
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A segunda parte do estudo aplica 0 método da p-mediana e determina aonde as escolas
deveriam estar, 0 que corresponderia ao conceito de zoneamento escolar, e quais as demandas a
elas associadas. A Figura 8 (b) indica esse zoneamento ideal em Nildpolis para 22 medianas,
mostrando, com rela¢do a figura (a), um melhor equilibrio no tamanho de cada zona escolar. As
tonalidades mostradas na figura decorrem da existéncia prévia de diversas escolas e as
diferencas entre capacidade de cada escola ja eventualmente existente e a demanda escolar
gerada naguele zoneamento, usando 0s mesmos critérios de cores.
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b) Escolas publicas de Guaratiba, Rio de Janeiro

(b)
Figura 8. Localizacdo de Escolas em Nilépolis, RJ. Caso (a): avaliagdo da situacao atual; caso (b):
Proposta de zoneamento escolar. Fonte: Pizzolato et al. (2004).

Menezes (2010) usa os modelos da p-mediana capacitado e de maxima cobertura para
propor as localizacGes de novas escolas publicas na regido de Guaratiba, Rio de Janeiro,
conforme expectativa de crescimento da populacdo para 0s anos 2015 e 2020, apoiando-se na
ferramenta Service Area e Closest Facility do ArcGis Network Analyst, a qual reconhece
distancias em uma rede, com todas as barreiras existentes e avalia a cobertura oferecida por
cada escola, em funcdo de um limite de disténcias, tipo 1.000, 2.000 ou 3.000 metros, entre ela

e a residéncia do aluno.
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Figura 9. Resultados da localizacdo de unidades escolares para 2015 (a) e 2020 (b).
Fonte: Menezes (2010)

A geografia delimita as &reas utilizadas na aplicagdo da metodologia de avaliacdo e
localizacdo de novas escolas municipais da Regido Administrativa do municipio de Guaratiba,
ja que forma “ilhas” de concentragdo da populagdo. O primeiro modelo, que considera a
restricdo de capacidade das escolas, mostrou que seriam necessarias as construcfes de 21
escolas municipais no ano 2015 e mais 7 até o ano 2020 para o atendimento pleno da populagdo
em idade escolar. O segundo modelo considera que 80% da populagdo escolar deve estar
coberta por uma escola no limite maximo de 1.500 metros, sem restri¢cdo de capacidade. Com
isso, 12 escolas municipais deverdo ser construidas, validando os resultados ja obtidos. O
resultado é mostrado na Figura 9.

¢) Unidades de educacao infantil em Cascavel, Parana

Lobo (2003) desenvolveu uma metodologia baseada na p-mediana para dimensionar e
localizar unidades de educagéo infantil na cidade de Cascavel — PR. A cidade possui 126
setores censitarios, e o estudo leva em conta o crescimento demografico e propde 46 medianas,
de modo a limitar os deslocamentos e equalizar a distribuicdo das unidades pela cidade sem
deixar areas desprovidas e outras com um namero alto de unidades. As areas de abrangéncia de
cada escola sdo determinadas mediante os Diagramas de Voronoi que simplificam, como
afirmado anteriormente, a determinacdo de distancias. A Figura 10(a) indica o0s setores
censitarios e a localizacdo das medianas propostas, enquanto a Figura 10(b) mostra as regides
de abrangéncia de cada unidade.
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Figura 10. Localizacdo de Escolas em Cascavel, PR. Com 126 blocos censitarios (a)
e uma solucdo possivel para o problema com 46 medianas (b).
Fonte: Lobo (2003).

d) Shopping Centers na Barra da Tijuca, Rio de Janeiro

Trabalho sobre localizagdo de shopping centers de vizinhanga, que sdo shoppings
menores e direcionados as pequenas compras de rotina, para as quais a distancia mais curta
torna-se um atrativo determinante, foi realizado no bairro Barra da Tijuca, Rio de Janeiro/RJ. O
estudo pretendia usar o modelo da p-mediana com dados dos setores censitarios da regido.
Entretanto, diante das particularidades geogréaficas do bairro, e com vistas a validacdo pratica
do estudo, foi empregada uma metodologia heuristica especifica inspirada nos diagramas de
Voronoi. O estudo de Rozental e Pizzolato (2009) propde a existéncia de seis shopping centers
de vizinhanca e sugere os pontos ideais para suas instalagdes, na Barra da Tijuca, RJ, conforme
ilustrado na Figura 11. A parte (a) da Figura 11 indica a posicdo dos centréides, definidos em
razdo do agrupamento de um certo nimero de setores censitarios, pois na regido predominam
grandes condominios e, nestes podem estar definidos multiplos setores. A parte (b) da Figura
11 aponta a solugdo proposta no estudo.

(b)
Figura 11. Localizagéo de Shopping Centers, RJ.
Caso (a): com seus setores censitarios; caso (b): uma possivel solugdo com 6 medianas.
Fonte: Rozental e Pizzolato, (2009)
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e) Localizacdo de maternidades

O trabalho de Galvéo et al. (2002) apresenta uma aplicacdo do problema de localizagdo
na area de salude no municipio do Rio de Janeiro. A proposta do trabalho é localizar
maternidades usando um modelo hierarquico, precisamente aquele descrito na Secdo 2.2.6. A
hierarquia surge ao levar em conta a existéncia de partos normais em ambulatorios, partos de
médio risco em maternidades, e partos de alto risco em centros de neonatologia.

Além dessa aplicacdo em salde, aproveitamos para citar dois trabalhos que também
usam processos hierdrquicos, a saber: lannoni e Morabito (2008), que otimiza a localizacdo das
bases de ambuléncias e o dimensionamento das suas regides de cobertura em rodovias do
estado de Sdo Paulo; e o ja citado Teixeira e Antunes (2008), sobre escolas em Portugal.
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Figura 12. Distribuicdo espacial de localiza¢6es de maternidades.
Fonte: Galvdo et al. (2002).

f) Localizacéo de centros de distribuicio

Ferreira et al. (2008) estudam a adaptacdo e aplicacdo de metaheuristicas Simulated
Annealing (SA) e lterated Local Search (ILS) para resolver um problema hipotético de
localizagdo de instalagBes no territorio brasileiro, usando o modelo p-mediana capacitado.
Nesse trabalho, foram realizados testes considerando a instalagdo de um, dois e trés centros de
distribuicdo (CD), considerando para o problema todas as cidades do Brasil com mais de
90.000 habitantes, ou seja, 284 localidades.

A tese de Arakaki (2002) discute o problema de méxima cobertura, além do problema
de localizagdo capacitado. No contexto de maxima cobertura, 0 modelo consiste em escolher
locais para instalar facilidades de forma que o maior nimero de clientes ou usuarios seja
coberto, e em determinar em qual facilidade cada cliente devera ser atendido. O objetivo,
portanto, é maximizar a cobertura de uma determinada populacdo em relacdo a um dado
equipamento coletivo, de modo a estabelecer um raio de cobertura fora do qual o usuario deixa
de ser coberto por esse equipamento, buscando assegurar que 0 maior nimero de usuarios seja
atendido.
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Figura 13. Localizacdo de 3 centros de distribuicdo: Juazeiro do Norte, Barbacena e Itapetininga.
Fonte: Ferreira et al. (2008)

g) Unidades de postos de satide em Acora, distrito da provincia de Puno, Peru.

Sotomayor Alzamora et al. (2011) usam o modelo da p-mediana para propor a
localizacdo de diferentes categorias de estabelecimentos de salide no distrito de Acora, com
uma projecdo para 0s proximos 5 anos. O estudo leva em conta o crescimento demografico e
propde 17 medianas de 20 localizagbes candidatas, obtidas das mais de 115 pequenas
comunidades existentes. As areas de abrangéncia sdo determinadas mediante os Diagramas de
Voronoi de modo a simplificar a determinagdo de distancias. A Figura 11(a) indica as pequenas
comunidades, e a Figura 11(b) mostra as regifes de abrangéncia de cada unidade.

@ ‘ (b)

Figura 11. Localizagéo de estabelecimentos de Saude em Acora, Puno, Perd; Caso (a): as pequenas
comunidades; caso (b): uma solucéo possivel para o problema com 17 medianas.
Fonte: Sotomayor Alzamora et al. (2011).
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4. Métodos de solucdo

Segundo Reese (2006), os métodos de solucdo para o problema de localizacdo s&o
classificados como algoritmos de aproximacao, de enumeracao, baseados em Teoria de Grafos,
heuristicas, baseados em formulacGes inteiras e reducGes, em relaxacao linear, metaheuristicas
(VNS, heuristica de concentracédo, algoritmos genéticos, GRASP, scatter search, tabu search,
simulated annealing, redes neurais), e relaxacao surrogate.

Devido a grande variedade de métodos de solugdo existentes para resolver o modelo da
p-mediana e suas variantes, somente alguns métodos serdo abordados brevemente aqui.
Inicialmente, serdo examinados métodos heuristicos aplicados ao problema da p-mediana e,
mais adiante, 0os métodos exatos. Cabe notar que em todo problema de localizacdo ha
informacdes ndo incorporadas aos modelos, como preferéncias, subjetividade e outros
elementos intangiveis. Assim, os métodos heuristicos passam a ser muito apreciados pela
simplicidade de se obter, ou de se impor, solugdes alternativas e incorporar preferéncias, o que
nem sempre é viavel nos métodos exatos. Além disso, os métodos heuristicos se baseiam em
regras de simples programacéo, tornando mais econémico o seu desenvolvimento, embora ndo
garantam que a solugdo obtida seja 6tima. Outra categoria desses métodos, brevemente citados,
sdo as metaheuristicas. Certamente, hd que ponderar a importancia de uma solugdo Gtima
comparativamente a uma solugéo razoavelmente boa.

4.1. Métodos heuristicos para p-mediana

Sendo o problema de localizagdo um problema combinatério, o uso de métodos
heuristicos passa a ser atrativo, e muitas vezes o Unico viavel para se obter uma solu¢do em
tempo polinomial. Como notado antes, heuristicas podem ser desejaveis quando da existéncia
de restricbes ndo explicitas ou preferéncias subjetivas, decorrentes do uso de hipdteses
simplificadoras na constru¢do do modelo. Cabe repetir que heuristicas sdo desenvolvidas caso a
caso, em funcdo do problema em estudo. Segue-se uma breve descricdo dos métodos
heuristicos tradicionais e referéncias sobre outros.

4.1.1. Método guloso

Corresponde ao termo em inglés greedy algorithm. Suponha primeiramente que se
deseja resolver um determinado problema de localizagdo de uma instalagéo, p = 1.
Seja ' € X o ponto escolhido, ou seja:

Z wid (i, r') < Z wid(x, ). Vye X

rieX r;eX

se a essa solugdo ! for acrescentada uma nova instalagdo no vértice x,, ha pelo menos uma
reducdo de w,d(z,,r") no custo total, pois esta parcela do custo torna-se zero. Portanto, a
melhor escolha para uma segunda instalacdo seria aquela que mais reduz de forma imediata a
funcéo objetivo, ou seja,

wyd(zg,rt) = max,, ey wid(x;,rt).

Assim, a solugdo para duas instalacbes formaria o conjunto X, = {»', x,}. Para
acrescentar uma terceira instalagdo, escolhe-se o vértice z: se

wed(xs, Xo) = max,,ex wid(x;, Xa).

Portanto, a solugdo para trés instalagdes seria o conjunto X; = {r', z,. 25} € 0
procedimento continua até alcancar p medianas. Evidentemente, é possivel melhorar a solugdo
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obtida por esse método se, ao escolher mais uma mediana, for feita uma reavaliacdo das
medianas anteriormente escolhidas.

4.1.2. Algoritmo de Maranzana

Esse algoritmo, proposto por Maranzana (1964), realiza basicamente buscas na
vizinhanca para resolver o problema da p-mediana, a saber:
Passol Selecione arbitrariamente p vérticesde X : r!,...,r"
Passo 2 Particione todos os vértices ; € X em p subconjuntos X', X2, ..., X” tais que

e XF e w; € X¥se d(xj,rt) = 1min‘#{d(;z:j.,'ri)|'r"' eX'h

i=1,..., p i1FEkR

Passo 3 Determine o centro de gravidade z; de cada conjunto X;
Passo 4 Se r' = z; para todos 0s conjuntos X, pare. Os valores de 7* e as particdes de X' sdo
as solugdes procuradas. Caso contrario, faga r' < z; e retorne ao passo 2.

Cabe notar que, a cada mudanca de centro de gravidade, +* « z;, ha uma reducéo da
solucdo global, porque #; substitui o centro de gravidade r' do subconjunto X° se
> wsex wid(wi, 7)) < 3, oy wid(x;, r'). Portanto, cada retorno ao Passo 2 implica em uma
reducdo no valor Z proporcionada pela solucdo corrente.

4.1.3. Algoritmo de Teitz e Bart

E comumente conhecido como o método de substituicio de vértices e consiste em:
Passo 1. Selecione arbitrariamente p vértices {r!,r?,...,r"} para compor o conjunto X, de
raizes. Essas raizes representam centros de gravidade de cada um dos p agrupamentos.
Passo 2. Particione todos os vértices x; € X entre os p subconjuntos X', X2, ..., X7 de tal

Passo 3. Considere o par (r*.z,)onde k= 1,....p € 2, = &1, ..., 2y, COM 3, Z {1l ... rP} €
tente substituir r* por x;, no conjunto de raizes. Seja X;J = X, — {r*} + {23} 0 novo conjunto
de raizes.

Se > ,.ex wid(wi, X,) < > o ex wid(wi, X,), faca r* « a;, e retorne ao passo 2, com
0 nNovo conjunto X}',. Caso contrario, 0 metodo termina e o conjunto de raizes X, é escolhido.

4.1.4 Heuristicas e metaheuristicas

Um exemplo de método heuristico para resolver o modelo da p-mediana € encontrado
em Pizzolato (1994), enquanto outros exemplos podem ser obtidos nas resenhas de Brandeau e
Chiu (1989) e em Reese (2006). Ao se propor um novo método heuristico exige-se uma
acurada avaliacdo de seu desempenho, a qual € usualmente feita de modo comparativo ao
algoritmo de Teitz e Bart, apresentado acima, de modo a identificar valores relativos quanto a
qualidade das solucdes obtidas e dos tempos de computagéo encontrados.

Outra vertente de métodos heuristicos emerge com as metaheuristicas, apoiadas em
extensas computagfes. Enquanto as heuristicas tradicionais baseiam-se no uso de
conhecimentos e relagGes ldgicas do problema especifico na busca de uma solucao satisfatoria,
as metaheuristicas buscam primordialmente explorar solucGes candidatas privilegiando
recursos informaticos, porque sdo desenvolvidas para resolver mais de uma classe de
problemas, ndo se restringindo ao problema especifico da p-mediana. Apesar de sua grande
importancia atual na resolucdo de problemas de localizacdo, esta fora do escopo deste trabalho
abordar metaheuristicas existentes para resolver o problema de localizagdo, porém citamos
algumas, tais como, por exemplo, algoritmos genéticos (Lorena & Narciso, 2001), colénia de
formigas (Randall, 2008), GRASP (Resende & Werneck, 2004), simulated annealing (Almeida
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& Senne, 2010), tabu search (Ferreira Filho & Galvédo, 1998), VNS (Fleszar & Hindi, 2008).
Outras referéncias podem ser obtidas, por exemplo, nos trabalhos de Reese (2006) e
Mladenovi¢ et al. (2007).

4.2. Métodos exatos para a p-mediana

Um método exato, quando aplicado para resolver o problema da p-mediana, encontra
uma solucdo garantidamente Otima. Por conta da tal garantia, o tempo de execucdo de um
algoritmo exato é em geral bem maior que o tempo de execucdo de um método heuristico. Para
usuérios sem conhecimento de uma linguagem computacional, é indicado o uso de um software
especializado em programacdo matematica que tenha instalado um método exato como, por
exemplo, o branch-and-bound.

A opcdo por aplicar um método exato depende de varios fatores, tais como a
importancia de se obter uma solucéo 6tima, a disponibilidade de recursos computacionais e 0o
tamanho do problema. Sabe-se que a variedade de problemas associados a localizagdo
apresenta, em geral, pequenas alteracbes na estrutura de seus modelos. Assim, problemas
distintos podem ser resolvidos sem muito esforco adicional por métodos exatos, ao contrario de
heuristicas, construidas especificamente para cada problema em particular.

Além disso, no modelo da p-mediana verifica-se que as funcbes objetivo e das
restricbes sdo lineares, e as varidveis sdo inteiras do tipo 0-1. Vamos entdo abordar algumas
metodologias de resolucdo destes problemas, mantendo-se o foco no problema da p-mediana.
Por limitacdo de espaco, as duas primeiras metodologias serdo descritas brevemente, sugerindo-
se ao leitor interessado buscar textos especializados, notadamente Wolsey (1998) e Salkin
(1975), ou introdutdrios, como Pizzolato e Gandolpho (2009).

4.2.1. Branch-and-bound (B&B)

E o método mais usado para resolver problemas lineares inteiros, segundo Wolsey
(1998). Sua metodologia basica é a de enumeracdo implicita, onde sucessivos limites para 0s
valores da funcéo objetivo sdo usados de modo a reduzir 0 nimero de enumeracdes, e, assim,
garantir a obten¢do de uma solugdo 6tima em tempo razoével.

Limites para o valor da fungdo objetivo sdo obtidos por meio da relaxacdo linear. Se o
objetivo do problema é de maximizar, entdo obtém-se primeiramente um limite superior
resolvendo o problema de programacdo linear, em que as restricdes de integralidade das
variaveis sdo relaxadas. Se a solucdo 6tima obtida é uma solugdo inteira, entdo essa solugdo
vem a ser uma solucdo 6tima do problema. Caso contrario, o algoritmo segue dividindo a
regido viavel corrente usando uma das varidveis da solucdo do problema relaxado que tem
valor fracionario. Cada subproblema é definido pela intersecdo da regido vidvel corrente com
um dos semi-espacos definidos em funcdo da parte inteira da varidvel fracionaria escolhida.
Com isso, temos que investigar dois subproblemas resultantes, com a certeza de que as
solucBes das relaxagdes desses subproblemas, caso existam, fornecerdo limites superiores para
0 problema menores que o limite superior corrente, caso 0 problema ndo seja degenerado. Por
outro lado, os limites inferiores para os valores da funcdo objetivo sdo determinados quando
encontramos subproblemas viaveis. Lembramos que alguns subproblemas gerados podem ser
inviaveis, diminuindo o esforco da enumeracdo. O algoritmo termina quando a diferenca entre
os limites superior e inferior for menor que uma tolerancia pré-determinada.

A medida que o algoritmo B&B avanca, tem-se que escolher um subproblema ainda
ndo resolvido para examind-lo. Existem muitas técnicas possiveis tanto para escolher o
subproblema a ser resolvido quanto para decidir como resolvé-lo, sabendo que a Unica
diferenca entre o subproblema corrente e o subproblema que o originou é uma restricdo simples
sobre limite superior ou inferior de uma variavel; é grande a contribuicdo de trabalhos
cientificos nessa linha.
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4.2.2. Método dos planos de corte.

A idéia geral dos métodos de planos de corte para resolver problemas consiste em
acrescentar progressivamente uma restricdo ao conjunto viavel de modo a aproximar a regiao
viavel do problema a envoltéria convexa dos pontos inteiros vidveis. As restricdes a serem
adicionadas seguem certos conceitos, primeiramente introduzidos por Dantzig e mais tarde
explorados e desenvolvidos por Chvatal e Gomory, chamados de cortes validos. Ao
adicionarmos um corte valido ao problema, temos como vantagem resolver um subproblema
que apresenta limite para o valor da funcdo objetivo melhor que o limite corrente. Porém, a
desvantagem associada ¢é a dificuldade crescente em resolver subproblemas que apresentam
cada vez mais restri¢cdes, exigindo do algoritmo escolhido um maior esforgo computacional.

4.2.3. Método lagrangeano.

Esse método, usado para resolver problemas complexos com um grande nimero de
restricbes, esta fundamentado em resolver uma relaxacdo lagrangeana do problema linear
inteiro. Identificadas as restricGes dificeis do problema, elas sdo incorporadas a fungéo objetivo
juntamente com seus multiplicadores de Lagrange, resultando em um subproblema cuja solugéo
fornece um limitante para o problema original. Porém, o subproblema resultante agora
apresenta, além das variaveis do problema, novas variaveis que sdo os multiplicadores de
Lagrange. Para contornar tal dificuldade, resolve-se o problema dual associado relativamente
mais simples, que é um problema de otimizacéo cuja funcdo objetivo é linear por partes, o qual
exige um método de solucdo capaz de lidar com a ndo diferenciabilidade da fungdo, além de
outras dificuldades inerentes. Usualmente o método dos subgradientes é aplicado, Beasley
(1993). Cabe notar que:

e O processo de levar as restricdes complicadoras para a funcdo objetivo, juntamente
com os multiplicadores de Lagrange associados, chama-se relaxacéo lagrangeana.

e O problema obtido com a relaxagdo lagrangeana ¢ um problema mais simples que o
original. A experiéncia pratica com a relaxacao lagrangeana indica que ela produz bons
limites inferiores com baixo custo computacional.

¢ Em problemas de minimizacdo, a relaxacdo linear e a relaxacdo lagrangeana produzem
limites inferiores ao passo que métodos heuristicos podem produzir limitantes
superiores.

Seja o problema de programacéo inteira formulado como:

(P) Min 7 = cx
sujeito a:
Ax >b
Bz >d
r€{0,1} ouz € Z".
A relaxacéo lagrangeana, com respeito ao conjunto de restricdes Az > b, é dada por

(PR)  Min cz + (b — Ax)
sujeito a:
Bxr>d
r e {0.1},

onde A > 0 é o vetor dos multiplicadores de Lagrange. Nota-se que cx + A(b — Ax) < cu,
pois A > 0 e b — Ax < 0, e com isso um limitante inferior para (P) pode ser obtido.

O problema de relaxacgdo lagrangeana pode ser resolvido por mais de um método. Em
particular, o método Dual Lagrangeano consiste em encontrar 0 maximo destes limites
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inferiores. ldealmente, a solugdo 6tima do problema (PR) dada pelo Dual Lagrangeano é igual a
solugéo do problema (P).

Galvédo (1993) aplica 0 método lagrangeano para resolver o problema da p-mediana
ligeiramente distinto do apresentado antes, na Secdo 2.1. As diferencas ficam por conta das
restricdes (60), em que se permite que os centroides ¢ sejam atendidos por facilidades em mais
de um vértice, e da presenca das variaveis y;, representando as variaveis x;;, ou seja,

Min 7 = Z Z CijTij (59)

el geld
Sujeito a:
Z:F,’j > 1, =i (60)
Jed
Y oui=p (61)
jed
Ty —y; <0, vel, jed (62)
CEUE{O,]_}_. el jeJ (63)
y; € {0,1}, je. (64)

Galvao atribui ao trabalho de Narula et al. (1977) a relaxagdo das restricbes (60),
usando o multiplicador A; para cada restricdo em (60) e produzindo o seguinte problema de
relaxacdo Lagrangeana:

MinZ =" "(cij = Mz + > A

iel jeJ icl
Sujeito a: (61)-(64).

De acordo com o problema resultante, as variaveis x;; dependeriam unicamente dos
seus coeficientes, c;; — A;, de modo que a minimizagdo é alcancada trivialmente mediante a
analise: se (¢;; — A;) > 0, faz-se x;;; = 0, sendo, se (¢;; — A;) < 0, faz-se z;; = 1.

Além disso, as restricdes em (62) estabelecem os valores y; = 1 caso z;; = ley; =0
ou y; = 1 caso x;; = 0. Apls esse processamento, inicia-se uma nova fase no procedimento

que consiste em se buscar valores de A; que possam melhorar a solugdo obtida. Isso pode ser
alcancado pelo método de otimizagdo de subgradientes, ndo explicitado aqui, mas para o qual
recomenda-se ao leitor consultar Reese (2006) e Beasley (1993).

5. Conclusoes

A proposta deste trabalho foi fazer uma revisdo de aplicacdes de problemas de
localizagcdo com foco no modelo da p-mediana e suas variantes, destacando preferencialmente
os trabalhos pioneiros dessas formulagdes em a@mbito nacional. Foram apresentados estudos
voltados para a resolucdo de problemas que afetam diretamente a sociedade de modo geral,
como localizagdo de escolas, unidades de educacao infantil, recursos para a seguranca publica,
localizagdo de hubs, maternidades e muitos outros. Alguns exemplos praticos, aqui
apresentados, usaram a técnica de Diagramas de Voronoi para destacar as regifes de
abrangéncias das medianas. Por limitacbes de espacgo, alguns métodos de solucdo foram
brevemente apresentados, apontando-se unicamente os aspectos mais fundamentais, juntamente
com indicac¢0es bibliograficas consagradas.

Por outro lado, tanto a abrangéncia dos casos apresentados como a abundéancia de
referéncias oferecem ao leitor uma forte motivacdo para levar adiante estudos aplicados a
diversos setores de interesse social ou empresarial.
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