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Resumo

Neste estudo aplicamos o método de decomposicdo de Benders para resolver o problema de empacotar o maior
namero possivel de retdngulos dentro de um retangulo maior. Este problema aparece em contextos logisticos de
carregamento de caixas iguais em camadas verticais sobre a superficie de um palete. A abordagem baseada em
decomposicdo de Benders particiona o problema original em dois outros problemas, mais simples de serem
resolvidos. Para verificar a eficacia da abordagem, realizaram-se testes computacionais, comparando os resultados
obtidos com os obtidos por um software de otimizagéo.

Palavras-chave: Problema de Carregamento de Paletes do Produtor, Método de Decomposicdo de Benders,
Programagdo Inteira Mista.

Abstract

This study applies the decomposition method of Benders to a problem of packing as many possible of rectangles
within a larger rectangle. This problem appears in logistics settings of loading identical boxes into vertical layers on
the pallet surface. The approach based on Benders decomposition defines a relaxation algorithm which partitions the
original problem in two other simpler problems to be solved. To verify the effectiveness of the approach,
computational tests were performed, comparing the results obtained with those obtained by an optimization
software.

Keywords: Manufacturer’s Pallet Loading Problem, Benders Decomposition Method, Mixed Integer
Programming.
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1. Introducdo

O problema de carregamento de paletes (PCP) do produtor pode ser visto como um problema de
arranjar o maior nimero possivel de itens, de dimensdes (I xw), em um retdngulo maior (palete), de

dimensdes (LxW). Os itens devem estar completamente contidos no palete e ndo é permitida a

superposi¢cdo de itens (isto é, dois itens ndo podem ocupar o mesmo espago do palete). Gilmore &
Gomory (1965) observaram que empacotar caixas em vagdes de carga ferroviarios poderia ser visto como
cortar pequenos paralelepipedos a partir de grandes paralelepipedos. Dyckhoff & Finke (1992)
procuraram integrar estes problemas de empacotar e cortar em uma Unica categoria de problemas,
denominada problemas de corte e empacotamento (PCE). Atualmente os PCE's sdo bem conhecidos na
literatura de pesquisa operacional e logistica, e centenas de artigos sobre o tema podem ser encontrados,
conforme indicam os exames em ESICUP (2010) e Wéscher et al. (2007).

Diferentes formulagdes matematicas podem ser utilizadas para representar o PCP (veja, por
exemplo, OLIVEIRA & MORABITO, 2006 e RIBEIRO & LORENA, 2007). Em particular, em Tsai et
al. (1993), o PCP do produtor é formulado como um modelo de programac&o inteira mista 0-1. O modelo
envolve restri¢ces disjuntivas e pode ser resolvido, por exemplo, por algoritmos do tipo branch-and-cut,
explorando a estrutura particular do modelo. Outras formulacdes lineares 0-1 relacionadas séo
encontradas em Boschetti et al. (2002), Chen et al. (1995), Egebald & Pisinger (2009), Martins (2003),
Padberg (2000) e Scheithauer & Terno (1993). Nas Ultimas décadas alguns métodos exatos e muitos
métodos aproximados (heuristicos) foram propostos para resolver o PCP do produtor, baseados, entre
outros, em técnicas de otimizacdo combinatdria, relaxacdo Lagrangiana e Surrogate, programacao
dindmica, busca em grafo, heuristicas de bloco e metaheuristicas. Diversas referéncias a estes métodos
podem ser encontradas em Alvarez-Valdez (2007), Birgin (2010), Lins (2003), Oliveira & Morabito
(2006), Pureza & Morabito (2006) e Ribeiro & Lorena (2007). Limitantes superiores para 0 PCP também
foram estudados, por exemplo, em Letchford & Amaral (2001) e Morabito & Farago (2002).

Benders (1962) propds um método de particionamento para resolucdo de problemas de
programacdo inteira mista que vem sendo aplicado com sucesso a problemas em diversos contextos
(CAMARGO et al., 2009; CORDEAU et al., 2001; COSTA, 2005; GEOFFRION & GRAVES, 1974 e
RANDAZZO & LUNA, 2001). No presente trabalho, estudamos a aplicacdo do método de decomposicao
de Benders para resolver o PCP do produtor bidimensional (através da adaptacdo do modelo proposto em
Tsai et al. (1993). Para avaliar o desempenho do método, realizamos alguns experimentos computacionais
baseados em problemas gerados artificialmente. Os resultados obtidos foram comparados com os obtidos
ao resolver o mesmo modelo utilizando o pacote GAMS/CPLEX 7.0.

Uma das motivacBes da escolha do método de decomposi¢cdo de Benders neste estudo é o fato
dele ter tido bons resultados quando aplicado a varios outros problemas, conforme mencionado acima.
Outra motivacdo para esta escolha é que, até onde temos conhecimento, nenhuma tentativa de utilizagéo
deste método foi efetuada para resolver o PCP.

2. Formulacéo do Problema

O modelo proposto por Tsai et al. (1993) permite que vérias caixas de diversos tamanhos sejam
colocadas no mesmo palete. E um problema que também leva em consideracéo a altura das caixas, pois
elas podem ser armazenadas em mais de uma camada e cada carregamento pode ter mais de um tipo de
caixa (PCP do distribuidor). O modelo tridimensional ndo garante a obtencéo de carregamentos estaveis.

A seguir o modelo original de Tsai et al. (1993) é adaptado a um modelo bidimensional do PCP
do produtor. Desta maneira, consideramos que podemos ter apenas caixas de dimensdes (I xw) ou

(wx1) para serem carregadas num palete (L xW), desconsiderando a altura das caixas. O problema é
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formulado como um problema de programacao inteira mista 0-1, e descrito resumidamente neste trabalho.
Para mais informacGes, vide Rocha (2008) e Tsai et al. (1993). Os parametros deste modelo para o PCP
do produtor, caso bidimensional, sdo:

- S : conjunto de n caixas a serem consideradas, todas com dimensées (I xw) ou (wxl);
- (I,,w;) : dimensdes da caixa i, no conjunto S (note que se |, =1, entdo W, = w, e vice-versa);
- (L,W): dimensoes do palete, comprimento e largura;

- (X°,Y°): canto inferior esquerdo do palete no plano cartesiano ao longo dos eixos X e y;
- M: nimero suficientemente grande.

Note que (X°,Y°) é definido para que todas as caixas em S caibam entre (0,0) e (X°,Y°).0
numero de caixas, n, é 2*LLI—WJ, em que metade delas, Lﬂj , tem tamanho (I xw) e a outra metade
w

tem tamanho (wxl). As varidveis deste modelo sdo:
- (%;,Y,) : variaveis de decisdo (coordenadas x e y do canto inferior esquerdo da caixa i);
- P, : varidvel de decisdo binéria associada a i-ésima caixa do conjunto S . A caixa i é colocada

no palete se P =1. Acaixa i é descartadase P, =0.

Temos entdo o seguinte modelo:

Max Z = Zn:Pi 1)
i=1
sujeito a

X;—X% <-l; Vi<jou 2)
X —X; <l Vi<]j ou (3)
Yi— Vi<W, Vi< j ou 4)
Yi—Y; <-W, Vi< j ou %)
X, > X°P Vi (6)
Y, 2Y°P Vi ")
X <(X°+L)-I Vi (8)
Y, (YO +W)—w, Vi 9)

P e{0,1}

X1 Yi >0

i=1,2,..,n

j=12,...,n

As restricbes (2) a (5) sdo restricdes disjuntivas para evitar sobreposicdo das caixas. Para delimitar a
colocagdo das caixas no palete tem-se as restri¢des (6) a (9). A fungdo objetivo (1) maximiza o niumero
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total de caixas no palete. A solugdo deste modelo fornece o nimero maximo de caixas e suas respectivas
localizacGes no palete.

As restricBes disjuntivas de sobreposicdo podem ser convertidas para restricbes padrdes do tipo
! u.zj. Tem-se, ent&o, 4 possiveis combinagdes

i,jr i,

dessas varidveis binarias. Assim, as restri¢des (2) a (5) sdo equivalentes a (TSAI et al., 1993):

“e”, introduzindo-se 2 conjuntos de variaveis binarias: U

X, =% <, +M(u;; +uf;) Vi<j (10)
X —%; <, +M(1—(ui2,j —u;})) Vi<j (11)
Y=Y <-W +MA-(u; —u’) Vi< (12)
i = ¥; -+ M2 U+ Vi< ] =

ui;,u’; €{0,1}

i,jr i,

Desde que M seja suficientemente grande, pode-se ignorar outros termos no lado direito destas equagdes
quando o termo em M ndo for anulado pelos valores das variaveis U, ;. O valor resultante do lado direito

das equagdes esta indicado, portanto, somente como M na tabela 1. Nesta tabela, uma das 4 restri¢oes
originais ndo devera mudar e o restante ndo tera efeito por causa do grande valor de M.

Tabela 1: Restri¢Ges disjuntivas para o caso bidimensional

variaveis binarias valor das equacdes (lado direito) equagcdes de
Uil- u |2 eq. (10) eg. (11) eq. (12) eg. (13) restricbes
! ! aplicaveis
0 0 - |j M M M eg. (10)
0 1 M —1. M M eq. (11)
1 0 M M —w, M eq. (12)
1 1 M M M —W, eg. (13)

Para cada par (i,j) com i< ] e M suficientemente grande, tem-se 4 possibilidades: se
Ui ; =u’; =1, arestrigdo que ficara valida é a restricdo (13); se Ui ; =u’; =0, a restricio que no sera
redundante é a restricdo (10); se u?’j =0e ufj =1, a restricdo que ficara valida é a restricdo (11); se
uﬁj =le ufj =0, a restricdo que ndo serd redundante é a restricdo (12). Note que o nimero de

restri¢cfes deste modelo aumenta exponencialmente com o nimero de caixas n.

A escolha do modelo de Tsai et al. (1993) para ser adaptado ao problema do carregamento de
paletes do produtor se deveu ao fato das variaveis inteiras e continuas deste modelo serem facilmente
separdveis, facilitando a aplicacdo do método béasico de decomposicdo de Benders. Neste estudo,
consideramos 0s mesmos parametros e as mesmas varidveis do modelo de Tsai et al. (1993)
exemplificado anteriormente e, sem perda de generalidade, modificamos a funcdo objetivo original do

modelo em Tsai et al. (1993) de Max ZinzlPi para:
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= n(X"+L+Y" +W)

para que esta fungdo também envolva variaveis continuas do problema. Admitimos que a peca 1 tem
dimensdes (Ixw) e a pega 2, (wxl). O segundo termo da fungdo objetivo faz com que, sem perda de
generalidade, uma dentre estas pecas seja colocada na origem do palete. Além disso, o segundo termo é
sempre menor que 1 (isto €, um namero fracionario), 0 que o torna de segunda ordem com relacdo ao
primeiro termo (que sempre é um nimero inteiro). O denominador do segundo termo da funcédo objetivo é
multiplicado por n (nimero de caixas), mas poderia ser multiplicado por 2, também sem perda de
generalidade, ja4 que no numerador ha as coordenadas de duas caixas (i=1 e i=2). As restricdes
também sdo modificadas em relacdo ao modelo original para que sejam validas somente se as caixas
forem empacotadas no palete. Caso contrario, as caixas sdo todas colocadas na origem (0,0), pois apenas
as caixas selecionadas precisam respeitar as restricdes de sobreposicdo (vide equagbes (19) a (21)).
Assim, o valor de X° e Y° ser4 o maximo entre I, e w, para que as caixas colocadas na origem caibam

entre a origem e o canto inferior esquerdo da palete. As restri¢cGes ficam entdo da seguinte forma:

X =X; 2P =M (uj; +u;) Vi< (15
X; =% =P —M[1-(u’,—-u;)] Vi< j (16)
Yi—Y; 2W,P, —M[1-(ui; —u?)] Vi< j (17)
Y=Y ZWR - M[2— (U +ug;)] Vi< (18)
X >X°P Vi (19)
Y, >Y°P Vi (20)
—% = (=(X°+L)+1)P, Vi (21)
—y, > (—=(Y°+W)+W,)P Vi (22)
P+P,>1 (23)
P, = max{] L/ |x|Wiw || Liw |x| W1 (24)
LxW
_Zi“Piz_tleJ 29)
u;.up;, P e{0,1}
X, Y; 20
i,j=12..,n

Note que as restrigdes (15) a (18), (21) e (22) séo ligeiramente diferentes das restricbes originais em Tsai
et al. (1993) (observe os termos com as variaveis P e P;). A restricdo (23) garante que a peca 1 ou a

peca 2 esteja no palete, fazendo com que a mudanca na funcdo objetivo seja valida. Para melhorar os
limitantes inferiores e superiores iniciais do numero de caixas, as restri¢bes (24) e (25) também foram
incluidas. Para uma discussdo mais detalhada deste modelo, veja Rocha (2008).
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3. Aplicacao de decomposicao de Benders no Modelo de Tsai et al. (1993)

A abordagem de Benders baseia-se no particionamento do problema original em dois problemas
mais simples, chamados de problema mestre e de subproblema (BENDERS, 1962; COSTA, 2005). O
problema mestre é uma relaxacdo do problema original, no sentido em que contém apenas um
subconjunto das varidveis originais e as restri¢ces associadas. O subproblema, por sua vez, é uma versdo
do problema original, em que as variaveis ja utilizadas no problema mestre estdo fixadas. O algoritmo
resolve cada um dos dois problemas iterativamente, da seguinte maneira: resolve-se o problema mestre
obtendo-se uma solucdo tentativa para as variaveis deste problema e um limitante dual (primal) para a
solucdo do problema de minimizacdo (maximizacgdo) original. Os valores das varidveis obtidos sdo
utilizados na resolucdo do subproblema.

Caso a resolucdo do subproblema resulte infactivel, é possivel obter, por meio da teoria da
dualidade, um raio extremo da regido factivel do subproblema que gera um corte valido para o problema
mestre (chamado corte de Benders de infactibilidade). Analogamente, caso o subproblema seja factivel, o
ponto extremo obtido pode ser usado para gerar-se um outro tipo de corte (chamado corte de Benders de
otimalidade). Neste Gltimo caso, note que uma solugdo factivel foi encontrada e, portanto, um limitante
primal (dual), foi obtido para o problema de minimizagdo (maximizacgdo) original. Em ambos os casos, 0
corte obtido é inserido no problema mestre e o0 algoritmo itera até que se consiga obter limitantes primais
e duais iguais (a menos de uma tolerancia) e, portanto, uma solucdo provadamente 6tima para o problema
original.

Para facilitar a apresentacdo da aplicacdo da decomposicdo de Benders no PCP, a seguir
revisamos resumidamente a abordagem de Benders. Considere o problema inteiro misto descrito abaixo:

Min cx-+dy (26)
sa Ax+By=>Db 27)
Dy>e (28)

x>0,y>0 e inteiro (29)

Este problema pode ser reescrito como:

min,_ {dy +min,.{ox: Ax>b—By}} (30)

emque Y ={y|Dy>e,y>0 e inteiro}.
A minimizacdo interna em CX é um problema linear. Associando-se variaveis duais as restrigdes

Ax >b—-By, pode-se escrever a versao dual deste problema como:

max,.,{u(b — BY/) "UA<c} (31)

O problema (31) é o subproblema no método de decomposicdo de Benders. Usando este
subproblema, podemos reescrever o problema (30) como:

min__ {dy+max,.,{u(o—By):UA<c}} (32)
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O poliedro convexo U ={u>0:uA<c} ¢ independente de y . Note que 0 mesmo ndo ocorre
com o poliedro convexo {X>0: Ax>b— B}} em (30), que depende de y. Sejam u”(p=1,...,P) os
pontos extremos de U e v°(s=1,...,S) os raios extremos de U. A solugdo do subproblema pode ser
limitada ou ilimitada. Se for limitada, a solugédo é um ponto extremo u®. No segundo caso, existe uma

direcdo v° para a qual v°®(b— fo) > 0. Esta solugdo ilimitada resulta em um problema primal infactivel

e, por isso, deve ser evitada. Assim, devemos eliminar estes valores de Y. Isto pode ser feito
considerando as restricoes:

vé(b—By)<0 (s=1,..,,S) (33)

Com essas restricdes, o valor maximo do problema interno de maximizagédo em (32) é o valor de
um dos pontos extremos de U. Assim,

min__ {dy+max,..{u’(b—By): p=1,..,P}} (34)
sa. V'(b—By)<0:s=1,...,S (35)

Fazendo uso da varidvel auxiliar z, temos entdo o problema mestre:

Min dy+z (36)
sa z>u’(b-By), p=1,..,P (37)
vi(b-By)<0, s=1,...,S (38)
yeY,z>0 (39)

Substituindo dy +z por z0, o problema mestre acima pode entdo ser reescrito na forma:

Minz0 (40)
sa z0>dy+u®(b-By), p=1,..,P (41)
v*(b-By)<0, s=1,..,S (42)
yeY (43)

O ndmero de pontos e raios extremos tende a ser muito grande, impossibilitando a enumeracéo
explicita das restricGes (41) e (42). Benders prop6s uma estratégia de geracdo dinamica destas restricdes,
gerando um problema mestre relaxado na forma:

Min z0 (44)

sa. yeY (45)
e em cada iteracdo k, o problema acima agrega um novo corte do tipo (41) ou (42). O subproblema
serve para testar a factibilidade/otimalidade de uma proposta [yk,zok] do problema mestre ((40)-(43)),
em que K é a k-ésima iteracdo (isto é, com 1,2,...,k cortes). O problema mestre ¢ um problema nas
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variaveis y e gera propostas de y para o subproblema. O subproblema testa as propostas do problema
mestre e é um problema nas variaveis U .

Considerando-se UB um limitante superior, LB um limitante inferior para o problema de
minimizacdo (40)-(43), e £ a precisdo desejada, o algoritmo de decomposicdo de Benders classico pode
ser escrito da seguinte forma:

Passo 1: faca UB = o0, LB = —a0;

Passo 2: resolva o problema mestre relaxado ((44)-(45)), obtendo, assim, um valor inicial para y

Passo 3: com os valores de y fixados, resolva o subproblema (31) para obter u”. Caso o

subproblema seja factivel, atualize o valor do UB = min{UB,d§/+u*(b—B§/)} (isto é, o valor da

melhor solucéo factivel até entéo);
Passo 4: gere uma nova restricdo para o problema mestre (ponto extremo (41) ou raio extremo

(42));

Passo 5: resolva o problema mestre (44)-(45) com o corte do Passo 4 adicionado, para obter
y’,z0". Calcule o novo LB=120";

Passo 6: UB— LB < &? Se sim, FIM. Sendo, volte ao passo 3.

Neste trabalho apresentamos resumidamente o método proposto por Benders. Para mais detalhes
deste método podem ser consultados os trabalhos de Benders (1962) e Rocha (2008), entre outros. Na
sequéncia, detalha-se o algoritmo de Benders para o PCP, utilizando as formulacfes anteriormente

apresentadas.

Sejam U e P fixos (notagdo U e P), e sendo VY, V2, V3, V4, VO, V6, V7, e V8, as
variaveis duais associadas, respectivamente, as restri¢coes (15), (16), (17), (18), (19), (20), (21) e (22), 0
subproblema dual é dado por:

Max 3 (v, (15 =M (Ui +ui))) + - (v2,(l-Pi =M (L i
~U)+ Y (3, (W, Py =M (L-Usy + )+ Y (v, (w P
~M@-ui; —G?,,-)))+Zx° Piv5, + Y YO-Pi v,

+ (=X —L+1) - Piv7, 4+ > (=Y W +w,) - Pi -v8, (46)

sujeito a:

DLV D L+ Y -1+ Y L2
Ji<j Ji>j Ji<j ji>j
] -

+V5I —V7| < 0 0 ’ I_ll"'1n’ (47)
n-(X"+Y +L+W)

DAV + D 1B+ > —1-vaA + > 1vd

ji<j ji>j ji<j ji>j
9 C_

' , 1=1,...,n, 48
n-(X°+Y°+L+W) (48)

+V6, —V8, <
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onde g, vale 1 parai=1,2e 0 parai=3,..,n.

Resolvendo o subproblema dual (46)-(48), encontramos 0S pontos ou raios extremos que geram
0s cortes a serem adicionados ao problema mestre. As restrices (24) e (25) sdo adicionadas ao problema
mestre e a restricdo (25) é reescrita como na restricdo (50) a seguir. O problema mestre fica entdo da
seguinte forma:

sujeito a

em que

sendo que V1, v2

Min z0

ZOZ_LLXWJ
I xw

P, > max{] L/ x| Wiw || Liw J>|W/

ZOZZ—R+kl+_Z_[k2i,j ‘Ui +k3;-u’y]
i LJi<]
+2 k4B + > [K5;-R1+ > [K6,;-P]
i i,ji<j i, ji<j
0>kl+ Y [k2,;-uf; +k3;; -u?]

i, ji<j

+ 2 KR+ Y K5, -R1+ Y [K6, ;-]

i, ji<j i,ji<j

k1= Z M- (—v2,; —V3;; —4v4, )

iji<i
K2, =M (VL ; —V2; ; +V3;  +V4 ) Vi<
k3, ; =M(-VL ; +Vv2, ;—V3 ;+V4 ) Vi<]
k4, = X°-v5 +Y°-v6, +(-=X°—L+I)-v7,
+(=Y°-W +w)-v8, Vi

k5i’j =v2i'j -, +V4 W, Vi

k6i’j :vli’j ~Ij +v3i'j W, Vi

" v3iyj, v4i'j,

encontrado no subproblema dual.

V5, V6;, V7; e V8,

(49)

(50)

(51)

(52)

(33)

(54)

(55)
(56)

(57)
(58)
(59)

sdo fixados pelo altimo valor

A eficiéncia computacional do algoritmo anterior depende principalmente de trés questGes: o

namero de iteragcBes necessarias para convergéncia global; o tempo gasto na resolu¢do do subproblema
em cada iteracdo; o tempo e o esforco computacional demandados para resolucdo do problema mestre.
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Neste sentido, diversas extensdes e modificages ja foram propostas na literatura com o intuito de
acelerar a convergéncia do método de Benders. Na sequéncia, discutimos algumas destas estratégias.

Uma das maneiras mais simples de se acelerar a convergéncia do algoritmo de Benders é por
meio da introducdo de restricdes a priori no problema mestre, de modo a direcionar, desde a iteragdo
inicial, a escolha das solug@es tentativa. Neste trabalho, foram inseridas restricdes de limites iniciais para
0 numero de caixas no problema mestre inicial.

Outra estratégia para se tentar diminuir o esforco computacional na resolucéo do problema mestre
é a resolucdo preliminar do problema relaxado linear (McDANIEL & DEVINE, 1977). Os cortes gerados
durante a fase linear sdo validos para o problema mestre original e, em geral, aceleram a convergéncia do
algoritmo. Como a fase linear pode ser resolvida rapidamente, tal estratégia pode ser benéfica na
diminuicdo do tempo global de execucdo do algoritmo.

Uma terceira extensdo do método de Benders classico consiste na tentativa de obtencdo de cortes
mais profundos a cada iteracdo. Isso pode ser obtido através de um problema auxiliar, chamado de
problema de Pareto (MAGNANTI & WONG, 1981). A idéia é se obter o melhor corte possivel ndo
apenas para a solucéo tentativa atual, mas também para solucdes tentativas futuras.

A estratégia consiste em buscar, dentre todas as solucBes duais que sdo Gtimas para a solugdo
tentativa y considerada, aquela que eventualmente seria a melhor para outros valores de solugéo

tentativa. Isso é feito através da resolucdo de um subproblema dual auxiliar, chamado subproblema de
Pareto, que usa como solugdo Yy tentativa um ponto do interior da regido factivel. Como as variaveis y

neste problema sdo binérias, pode-se emular tal ponto interior através da utilizagdo de uma solucéo y

contendo todas as componentes com valor 0,5. As dificuldades da utilizacdo do método de Pareto neste
estudo s&o discutidas na proxima secao.

4. Resultados Computacionais

Nesta secdo descrevemos o0s resultados de alguns testes realizados com o objetivo de avaliar o
método de decomposi¢do de Benders aplicado ao PCP do produtor. Escolhemos um pacote que contivesse
uma linguagem de modelagem algébrica em programacdo matematica para facilitar sua implementacéo e
resolugdo. Apesar dos altos tempos computacionais associados a esta escolha, a facilidade de
implementacgdo e o carater didatico e exploratorio da proposta deste artigo justificaram a decisdo. De fato,
por tratar-se de uma primeira aplicacdo da abordagem de Benders (usualmente tida como de dificil
entendimento e implementagdo) para o PCP, decidiu-se pelo desenvolvimento de cddigos que prezassem
o facil entendimento e a rapida reproducdo em oposi¢do a uma pura eficiéncia computacional.

Os cddigos desenvolvidos em linguagem GAMS / CPLEX e as 30 instancias utilizadas podem ser
encontradas em Rocha (2008). Todos os resultados apresentados nas proximas se¢des foram obtidos em
um Pentium DualCore com processador de 3.00 GHz e 1G de memoéria RAM. O tempo maximo de
execucdo do pacote GAMS/CPLEX em todas as instancias foi limitado em 1000 segundos. Note que o
nimero de caixas N é dado por nimero de caixas (I,w) que é n/2, mais o nimero de caixas (w,l), que

também é n/2. Convém observar que experimentos preliminares mostraram que a variacdo do valor de
M nas restri¢des disjuntivas do modelo da secdo anterior ndo implicou em mudancas nos resultados. Por

isso foi adotado um valor padrio de M = max(X°+L,Y° +W) para cada instancia.
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Tabela 2: GAMS/CPLEX X Benders Classico

GAMS/CPLEX Benders Classico
Exemplo n. caixas tempo médio n. solugdes tempo médio n. solugdes
intervalo (seg) Gtima/fact (seg) otima/fact
Grupo 1 [2, 4] 0,022 10/10 0,.426 10/10
Grupo 2 [8, 12] 800,018 2/10 1000 0/0
Grupo 3 [18, 80] 1000 0/6 1000 0/0

Os resultados da tabela 2 mostram que o método de decomposicdo de Benders resolveu
otimamente todos o0s 10 exemplos do grupo 1, no entanto, sempre em um tempo maior do que o pacote
GAMS/CPLEX com parametros em default. Ao resolver os 10 exemplos do grupo 2 (tabela 2), o método
de Benders atingiu o limite de tempo sem encontrar uma solugdo. O limite de tempo também foi atingido
usando 0 GAMS/CPLEX para 8 dos 10 exemplos, mas a solucdo subdtima encontrada sempre foi inteira,
isto €, factivel. Dois exemplos encontraram solucdo 6tima dentro do tempo estipulado usando o pacote
GAMS/CPLEX (ROCHA, 2008).

Os 10 exemplos do grupo 3 (tabela 2), quando resolvidos com o método de Benders classico,
também tém sua resolucdo interrompida no limite de tempo, sem encontrar uma solugdo. Esses exemplos
guando resolvidos usando o default do pacote GAMS/CPLEX, sdo interrompidos por causa do limite de
tempo e ndo tém a otimalidade da solucdo provada, mas a Gltima solucdo encontrada em 6 dos 10
exemplos é inteira. Nos outros 4 exemplos, 0 GAMS/CPLEX nédo encontra solucdo inteira antes do tempo
limite. Para mais detalhes destes resultados dos grupos 1, 2 e 3, o leitor pode consultar Rocha (2008).

Também foi comparado o desempenho do método de Benders usando-se a estratégia de se
resolver primeiro o problema mestre com restricdes de integralidade relaxadas até que certo gap seja
alcancado, e s6 entdo resolver o problema mestre como um problema inteiro (conforme discutido na
secdo anterior). Esta estratégia foi chamada de método de Benders relaxado. O gap adotado neste trabalho
foi de 1% da solucdo 6tima. Outros gaps foram testados, menores e maiores que 1%, mas ndo houve
melhoras nos resultados dentro do tempo estipulado de 1000 segundos.

Os exemplos do grupo 1, quando resolvidos com o0 método de Benders classico, resultaram numa
solucdo G6tima com o ndmero de iteragdes menor que quando resolvido usando o método de Benders
relaxado, que também obteve solucdo G6tima. Porém, o tempo do solucdo foi menor em 6 exemplos
usando o método de Benders classico. Nos outros 4 exemplos, apesar do nimero total de iteragdes
(incluindo iteragcGes com o problema mestre relaxado ou ndo) ser maior, o tempo de solucdo foi menor
usando o método de Benders relaxado.

Os exemplos do grupo 2, quando resolvidos com o método de Benders relaxado, foram
interrompidos no limite de iteracdo (1000 iteragdes) sem encontrar solugdo. Os valores de LB/UB sdo 0s
mesmos do método cléssico. A diferenca do método de Benders relaxado € que, ao invés de resolver 1000
iteragcBes inteiras como no método de Benders classico, resolvem-se menos iteracfes com varidveis
inteiras.

Os exemplos do grupo 3, quando resolvidos com o método de Benders relaxado, foram
interrompidos no limite de iteracdo sem encontrar solucdo. Os valores de LB/UB sdo iguais aos do
método classico com excecdo de 1 exemplo. O método de Benders relaxado resolve um pouco menos de
1000 iteracBes s6 com varidveis inteiras em 3 exemplos, enquanto que o método de Benders classico
resolve todas as iteracfes do problema mestre com variaveis inteiras.

O baixo desempenho obtido para 0 método de Benders relaxado contrasta com o obtido em outros
problemas na literatura, o que levou a uma analise do modelo usado. De fato, € interessante notar que as
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2

variaveis uﬁj, u;; e P, sdo binarias no problema original. Quando o problema mestre € resolvido

relaxado, estas variaveis, antes binarias, passam a tomar valores entre 0 e 1, e esses valores sdo
utilizados no subproblema dual. Mas como o subproblema dual foi obtido a partir do problema linear que
continha restricBes disjuntivas, ao usarmos as variaveis que eram inicialmente binarias como continuas,
todas as restricGes disjuntivas se tornam redundantes, o que explica o baixo desempenho da extensao de
McDaniel & Devine (1977) neste problema.

O meétodo de decomposicdo de Benders classico também foi testado e implementado fazendo
algumas mudancas para que o corte de Pareto fosse considerado (veja discussdo na secdo anterior). Os
resultados obtidos ndo foram melhores que os obtidos com o Benders classico ou com o relaxado. A
explicacdo, novamente, gira em torno da estrutura do modelo da se¢do 2 e da presenca de restrigdes
disjuntivas. De fato, a adocéo de restri¢des disjuntivas torna ineficaz a utilizacio de cortes de Pareto pelo
fato de, neste tipo de modelo, somente uma das restricdes envolvidas para cada conjunto de restricdes
disjuntivas ficar ativa em cada solucéo factivel. Este fato esta associado a escolha de valores 0 ou 1 para

variaveis como uii e uf’j. Como o corte de Pareto baseia-se na utilizacdo de pontos interiores (para

simular futuras solugdes inteiras) e, devido a presenca de um parametro de alto valor (M ), o problema
auxiliar gerado acaba por ndo representar bem o problema original e, portanto, ndo gerando bons cortes.

Apesar da relativa ineficiéncia apresentada, o estudo realizado pode apresentar-se mais
competitivo em outras situaces, 0 que valida os desenvolvimentos exploratérios propostos. De fato,
Geoffrion e Graves (1974) mencionam a vantagem do método de Benders no caso de re-otimizag&o.
Basicamente, se varios problemas parecidos precisam ser resolvidos, os cortes de um podem ser usados
na resolugdo dos outros, o que acelera o processo. Para isso, basta que as varidveis duais permanegam
factiveis com as mudangas nos parametros do modelo. No caso deste estudo, os desenvolvimentos
propostos permitem testar varios valores de L xW de maneira eficiente, observando que as variaveis
duais permanecem factiveis nas restrices (47) e (48) com a diminuicdo dos valores de L e W . Assim,
uma opcdo seria resolver o problema com os maiores valores de L e W existentes e usar 0s cortes
obtidos para inicializar a resolu¢do dos problemas menores. Algo similar pode ser feito com os valores de
| e w, ja que neste caso, as variaveis duais permanecem factiveis sempre.

5. Consideracdes finais

Neste trabalho, apresentamos uma aplicacdo do método de decomposi¢cdo de Benders para o PCP.
Tratou-se de um trabalho de certa forma explorat6rio, uma vez que nao se tem conhecimento de nenhuma
outra tentativa de aplicacdo do método para esta classe de problemas. Escolheu-se 0 modelo de Tsai et al.
(1993) pelo fato deste possuir conjuntos facilmente identificaveis de variveis inteiras e continuas, o que
facilita a aplicacdo da decomposi¢do. Curiosamente, mostra-se neste trabalho que é exatamente a
estrutura do modelo (baseado em restri¢cdes disjuntivas) que impede o funcionamento eficaz de duas das
extensdes do método que costumam apresentar melhores resultados: a resolugdo preliminar do problema
linear e a obtencdo de cortes de Pareto. Novos estudos focando em outros modelos para o PCP do
produtor sem as caracteristicas mencionadas serdo objeto de pesquisas futuras.
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