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Resumo

Grafos E/Ou e Grafos X-de-Y séo estruturas capazes de modelar muitos problemas (tedricos e praticos) nas
mais diversas areas de aplicacdo. Uma vez modelado um problema com uma dessas estruturas, geralmente sua
solugdo podera ser obtida através de um subgrafo (subgrafo-solugdo) deste grafo. Neste trabalho, sdo estudados
o0s problemas Min-E/Ou e Min—-X-de-Y, que consistem, respectivamente, em encontrar um subgrafo-solucdo
de custo minimo em grafos E/Ou e grafos X-de-Y. Como ambos sdo problemas NP-dificeis, este trabalho foca
em abordagens parametrizadas para Min-E/Ou e Min—X-de-Y, obtendo alguns resultados quanto &
tratabilidade parametrizada das versdes Min-E/Ou(k,r), Min-X-de-Y(k) e Exato—X-de-Y(k) destes
problemas.

Palavras-chave: Complexidade Parametrizada. Grafos E/Ou. Grafos X-de-Y

Abstract

And/Or Graphs and X-of-Y Graphs are structures capable of modeling many theoretical and practical problems
in several application areas. Once a problem is modeled using one of these structures, the solution can usually
be obtained via a subgraph ( solution subgraph) of this graph. In this work,it is studied the Min—And/Or and
Min—X-of-Y problems, consisting respectively of finding a solution subgraph of Minimum cost in And/Or and
X-of-Y graphs. As both problems are NP-hard this paper focuses on a parameterized approach to
Min—And/Or and Min—-X-of-Y, where some results were obtained on the parameterized tractability of versions
Min-And/Or(k,r), Min-X-of-Y(k) and Exactly—X-of-Y (k).
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1 Introducéo

A teoria de complexidade parametrizada (Downey e Fellows 1999), proposta em 1995,
surgiu como uma alternativa promissora para se trabalhar com problemas NP-dificeis, que passam a
ter um conjunto K de parametros fixos adicionais a entrada. O interesse em parametrizar tais
problemas se deve ao fato de que, em muitos casos, somente uma pequena faixa de valores de
parametro é realmente importante na pratica. Logo, a intratabilidade (aparente) desses problemas no
caso geral é indevidamente pessimista. Analisando-se mais profundamente a estrutura da entrada
(considerando-a com um conjunto de pardmetros adicionais), tenta-se limitar a exploséo
combinatoria aparentemente inevitavel na solugdo do problema.

Segundo a teoria de complexidade parametrizada (Flum e Grohe 2006) (Niedermeier
2006), dado um conjunto K de parametros (fixados com valor constante), um problema NP-dificil
IT é dito tratavel por pardmetro fixo (FPT) para K se, uma vez adicionado K a sua formulacéo, for
possivel desenvolver um algoritmo que solucione IT em tempo f(K)n%, onde n é o tamanho da
entrada, f(K) é uma funcdo arbitréria (possivelmente exponencial) em K e a é uma constante
independente de n e de K.

Além da classe FPT, Downey e Fellows definiram classes apropriadas de problemas
parametrizados de acordo com seu nivel de intratabilidade parametrizada. Essas classes sdo
organizadas em uma hierarquia (W-hierarquia), e baseadas intuitivamente na complexidade dos
circuitos necessarios para se verificar a validade de uma solugdo, ou, alternativamente, na
profundidade l6gica natural do problema.

Muitas vezes, determinar 0 custo minimo para a produgdo de uma empresa ou o lucro
maximo que esta podera obter, por exemplo, sdo problemas dificeis de serem resolvidos. No entanto,
na préatica, as empresas geralmente necessitam determinar apenas se é possivel efetuar a producédo
com um determinado orgamento ou verificar se é possivel cumprir uma determinada meta de
venda/lucro. Sendo assim, é possivel adicionar aos problemas de custo minimo ou lucro méximo
destas empresas parametros fixos adicionais, como um orcamento ou uma meta, dando origem as
suas versdes parametrizadas, que podem ser mais faceis de serem solucionadas (menos complexas) e
ao mesmo tempo satisfazer as necessidades requeridas. Perante estes fatos, observa-se que a Teoria
da Complexidade Parametrizada modela perfeitamente esta realidade; muitos problemas
considerados intrataveis (a menos que P = NP) sob o ponto de vista tedrico, na préatica sdo trataveis
por pardmetro fixo. Quanto a intratabilidade parametrizada, um problema provado W[1]-dificil tende
a ndo possuir algoritmos muito mais eficientes para a sua solucdo do que examinar todas as
combinacdes de k elementos.

Grafos E/Ou vem sendo utilizados em inteligéncia artificial desde o inicio da década de
1970, para representacdo de decomposicdo de problemas (Nilsson 1971)(Hansen e Zilberstein
2001). Desde entéo, ao longo do tempo, novas aplicacdes para estes grafos vem surgindo, como em:
versionamento de software em engenharia de software (Corandi e Westfechtel 1998), geragdo de
padrdes de cortes em placas em pesquisa operacional (Morabito e Pureza 2010)(Arenales e
Vianna 2006), representagdo de hipergrafos em teoria dos grafos (Gallo et al. 1993) e
representacdo de game trees em teoria dos jogos (Schaeffer et al. 2001), entre outras. Grafos
X-de-Y, por sua vez, sdo uma generalizacdo de grafos E/Ou, definidos com base nos modelos para
deteccdo de deadlock em sistemas distribuidos (Barbosa 2002).

Em geral, a solucdo de um problema modelado por grafos E/Ou ou grafos X-de-Y pode ser
representada por um subgrafo (denotado por subgrafo-solucdo) deste grafo, que satisfaz um
determinado conjunto de restrigbes. Os problemas Min-E/Ou e Min-X-de-Y sdo problemas
NP-dificeis, que consistem basicamente em encontrar um subgrafo-solucdo de custo minimo em
grafos E/Ou e grafos X-de-Y, respectivamente. Motivou-nos o fato de que os problemas Min-E/Ou
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e Min-X-de-Y, apesar de serem problemas naturais e possuirem varias e interessantes aplicagdes,
ndo vinham sendo muito estudados na literatura especializada. As referéncias encontradas sdo
poucas e, de uma forma geral, pouco recentes.

Este trabalho procura investigar variagcGes dos problemas Min-E/Ou e Min—X-de-Y e, em
particular, analisa-las do ponto de vista da complexidade parametrizada (algo que, tanto quanto
sabemos, ainda ndo havia sido iniciado). Como ferramenta para prova matematica de tratabilidade
parametrizada, sera utilizado o método de reducdo a um nicleo do problema. A ideia principal deste
método € reduzir, em tempo polinomial, uma instancia I do problema a uma instancia I’, tal que
uma solugdo para I' possa ser apresentada como uma solucdo para I, e o tamanho de I’ seja
limitado por f(K). Dessa forma, a instancia I’ constitui um nucleo do problema com cardinalidade
constante, que pode ser exaustivamente analisada sem que o tempo total do algoritmo ultrapasse
f(K)n%. Por outro lado, para a prova de intratabilidade parametrizada, sera utilizada a técnica de
reducdo parametrizada de problemas. Essa técnica € similar a utilizada na teoria de complexidade
computacional classica para prova de NP-dificuldade, com o diferencial de que a redugdo
parametrizada deve ser computada em tempo f(K)n“, e o conjunto de pardmetros resultantes K’
deve ser uma funcdo do conjunto de parametros originais K.

O artigo esta estruturado da seguinte forma: esta se¢do possui natureza introdutdria, a se¢do
2 apresenta a definicdo de grafos E/Ou e grafos X-de-Y, a formulacdo dos problemas Min-E/Ou e
Min—X-de-Y e uma aplicacdo de Min—-E/Ou em geracdo de padrbes de cortes bidimensionais em
placas; na secdo 3 é formalizada a versdo Min-E/Ou(k,r) é provado que esta versao € tratavel por
pardmetro fixo; na se¢do 4 sdo formalizadas as versdes Min—-X-de-Y (k) e Exato—X-de-Y(k) e
provado que ambas séo intrativeis por parametro fixo. Por fim, a tltima sec&o apresenta as reflexdes
finais.

2 Grafos E/Ou e grafos X-de-Y

Um grafo E/Ou é um digrafo G tal que todo vértice v € V(G) possui um rotulo f(v) €
{E, Ou}. Neste grafo, os arcos representam relagdes de dependéncia entre os vertices: vértices do tipo
E dependem estritamente de todos os seus vizinhos de saida (dependéncia conjuntiva), enquanto
vértices do tipo Ou dependem apenas de um dos seus vizinhos de saida (dependéncia optativa).

Neste trabalho, O,, € utilizado para denotar o conjunto dos vizinhos de saida de v;,
consequentemente |0, | representa o nmero de vizinhos de saida de v;. Também € utilizado n e
m para denotar, respectivamente, o nimero de vértices e 0 nimero de arestas/arcos de um
grafo/digrafo, e T para denotar o peso de um vertice ou arco.

Na representacdo de grafos E/Ou, os vértices do tipo E sdo ilustrados com um anel entre
seus arcos de saida. A Figura 1 ilustra um grafo E/Ou, onde s é um vértice do tipo E e t um vértice
do tipo Ou. Na literatura, também sdo encontradas defini¢cbes de grafos E/Ou onde os rétulos
{E,Ou} se encontram nos arcos (Gallo et al. 1993).
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Figura 1: Exemplo de Grafo E/Ou.

Grafos X-de-Y sdo uma generalizacdo de grafos E/Ou. Nestes grafos, todo vértice v; possui
um rétulo x;-y;, tal que v; depende de x; dentre os seus y; vizinhos de saida, 0 < x; <y; e
Vi = |0VL'|'
Dado um grafo E/Ou, denotado por G, é possivel construir um grafo X-de-Y, denotado por
G', da seguinte forma:
« para cada vértice v; € V(G) dotipo E, cria-se em G’ um vértice x;-y;, onde x; = y;,
pois um vértice do tipo E depende de todos 0s seus y; vizinhos de saida;

« para cada vértice v; € V(G) do tipo Ou, cria-se em G' um vértice x;-y; onde
x; = 1, pois um vertice do tipo Ou depende de apenas um dentre seus y; vizinhos de saida.

2.1 Min-E/OU e Min-X-de-Y

O problema Min—E/Ou consiste basicamente em, dado um grafo E/Ou ponderado com um
no fonte s, encontrar um subgrafo (subgrafo-solucdo) que satisfaca a um determinado conjunto de
restri¢cbes. A seguir, é descrita a sua formulacao:

Problema: Min-E/OU

Instancia: Um inteiro positivo r, um grafo E/Ou G=(V,E) aciclico, conexo e ponderado com um
vértice fonte s € V7, onde cada vértice v possui um rétulo f(v) € {E, Ou}, cada arco e possui um
peso inteiro 7(e) = 1, e todo vértice v tal que f(v) = Ou possui no maximo r arcos de saida de
mesmo peso.

Questdo: Encontrar um subgrafo H = (V',E") de G tal que o somatdrio dos pesos de seus arcos seja
minimo, e que satisfaca a:

1. vev:,

2. se veV'e f(v) = E, entdo todos os arcos de saida de v devem pertencer a E’;
3. se veV' e f(v) = Ou, entdo exatamente um dos arcos de saida de v deve pertencer a E'.
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De forma anéaloga a grafos E/Ou, existe o problema Min-X-de-Y para grafos X-de-Y. A
formulacéo desse problema é definida a seguir:

Problema: Min—X-de-Y

Instancia: Um grafo X-de-Y G=(V,E) aciclico, conexo e ponderado com um vértice fonte s € V,
onde cada vertice v; possui um rétulo x;-y;, 0 < x; < y; e y; = |0y, e cada arco e possui um
peso inteiro 7(e) = 1.

Questdo: Encontrar um subgrafo H = (V',E") de G tal que o somatdrio dos pesos de seus arcos

seja minimo, e que satisfaca a:

1. veVv,
2. paratodo v; € V', x; dentre seus y; arcos de saida devem pertencer a E".

A Figura 2 ilustra em (a) um grafo X-de-Y e em (b) um possivel subgrafo-solugéo.

(a) (b)
Figura 2: (a) Grafo X-de-Y. (b) Subgrafo-solugdo do grafo em (a).

Em 1974, Sahni provou, através de uma reducdo do problema 3-SAT, que o problema
Min-E/Ou é NP-dificil (Sahni 1974). Nesta prova, foi exibida uma transformacéo de uma instancia
F do problema 3-SAT em uma grafo E/Ou, onde todo vértice do tipo Ou possui no maximo 3
vizinhos de saida. Conclui-se entdo que o problema Min—E/Ou é NP-dificil, mesmo fixado r = 3.
Consequentemente, Min—X-de-Y também é NP-dificil.
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2.2 Min-E/Ou em Geracao de Padrdes de Cortes

Na area de Pesquisa Operacional, grafos E/Ou e grafos X-de-Y séo utilizados para auxiliar
na tomada de decisfes e na andlise de sistemas complexos do mundo real, tipicamente com o
objetivo de melhorar ou otimizar a sua performance. Uma das aplicacdes de grafos E/Ou em
Pesquisa Operacional é a sua utilizacdo na geragdo de padrdes de cortes bidimensionais em placas.

Este problema, que é NP-dificil (Morabito e Pureza 2010), aparece em diversos processos
industriais, tais como: corte de bobinas de papel e aluminio, barras de ago, chapas metélicas e de
madeira, placas de circuito impresso, caixas de papeldo, rolos de tecido, entre outros. O modo como
as pegas sao arranjadas na placa é chamado padrao de corte.

A Figura 3 ilustra dois exemplos de padrdes de corte.

i
i H SEEEEEE
.

(a) (b)

Figura 3: llustracdes de padrdes de cortes.
A seguir, uma descri¢do do problema de cortes em placas é apresentada:
Problema: Geracdo de Padrdes de Cortes Bidimensionais em Placas

Instancia: Uma placa retangular P de dimensdes (L, W), onde L é o comprimentoe W a
largura; um conjunto de m pecas retangulares p; de dimensdes (l;, w;), taisque [; < L e

w; < W, 1 <i<m;eumvalorutilidade v; associado a cada pega p;.

Questdo: Encontrar um padrao de corte da placa P que produza um conjunto de pegas que
maximize o valor de utilidade total, ou seja, maximize o somatorio dos valores utilidade v; das
pecas obtidas pelo corte. (Se o valor utilidade v; for a area da pega p;, entdo o objetivo é
equivalente a minimizar a perda de material da pega P.)

Dada uma placa P, um grafo E/Ou G pode ser definido para representar todos 0s possiveis
padrdes de corte de P. Os Vvértices do tipo Ou representam partes da placa e os vértices do tipo E,
possiveis cortes na placa. Nesta representacdo, cada vizinho de saida de um vértice v do tipo Ou €
um Vvértice do tipo E, que representa uma alternativa de corte na placa representada por v, e cada
vértice u do tipo E possui dois vizinhos de saida (placas obtidas ap6s o corte representado por u).
O vértice fonte do grafo é um vértice do tipo Ou, que representa a placa P.

Neste grafo G, a busca por um padrdo de corte pode ser feita examinando-se todas as
possiveis alternativas de cortes a partir de um n6 Ou e, para cada vértice E, as pegas obtidas apds o
corte.

A partir desta representagdo por grafos E/Ou, algoritmos de busca e programacédo dindmica
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podem ser aplicados para encontrar uma solucdo 6tima. Em 2006, Arenales (Arenales e Vianna
2006) propds uma abordagem utilizando grafos E/Ou para geracdo de padrdes de corte em placas
defeituosas. Em seguida, em 2010, Morabito (Arenales e Vianna 2006) desenvolveu um método
para geracdo de padrBes de cortes restritos utilizando esses grafos.

Nesta representacdo, um padréo de corte pode ser observado como um subgrafo-solucdo de
G, onde cada vértice Ou deste subgrafo possui um vizinho de saida (corte escolhido) e cada vértice
E possui dois vizinhos de saida (placas obtidas apds o corte), sendo as pecas deste padréo de corte 0s
vértices sumidouros desse subgrafo-solugéo.

A Figura 4 ilustraem (a) uma placa P, em (b) um conjunto de m pecas que
podem ser obtidas a partir de P, e em (c) um possivel padréo de corte para P.

3 4

@ ® ©
Figura 4: (a) Placa P. (b) Conjunto das m pecas. (c) Padréo de corte de P.

A Figura 5 ilustra uma arvore E/Ou T que modela possiveis cortes na placa P, onde
as folhas sdo possiveis pecas obtidas pelos cortes. Nesta arvore, os vértices do tipo Ou
indicam que cada filho € um possivel corte e os vértices E indicam que seus filhos séo
placas obtidas a partir de um corte. As arestas em destaque formam a subarvore-solucéo do
padréo de corte representado na Figura 4 (c).

Muitos trabalhos limitam seus estudos a padrdes guilhotinados, isto €, padrbes
obtidos por uma sequéncia de cortes em placas retangulares que produzem sempre dois
novos retangulos. Alguns trabalhos adicionam ainda uma restri¢do para 0 nimero maximo
de vezes que um tipo de peca podera ser cortado a partir de uma chapa. A existéncia de
possiveis defeitos nas placas também é considerada por alguns autores. Para mais
informacdes sobre o problema, as referéncias (Morabito e Pureza 2010) (Arenales e Vianna
2006) (Cui 2011) podem ser consultadas.

Como Min-X-de-Y é uma generalizacdo de Min-E/Ou, além de sua aplicacdo
direta a problemas de escalonamento e na area de sistemas distribuidos (Barbosa 2002),
Min—X-de-Y é também capaz de modelar uma grande gama de problemas reais.

166



PESQUISA OPERACIONAL PARA O DESENVOLVIMENTO

Figura 5: Arvore E/Ou de padrdes de corte da Figura 3.

3 A versdo Min-E/OU(k, r)

Conforme dito anteriormente, Min—E/Ou permanece intratavel (a menos que P = NP),
mesmo fixando um valor constante para r maior ou igual a 3. Sendo assim, é formulada uma
variacdo parametrizada do problema Min-E/Ou, denotada Min—-E/Ou(k, r), onde, além de fixado
um valor constante para r, é fixado um valor inteiro positivo k para o custo do subgrafo-solugéo.

A sequir é apresentada essa nova formulag&o:
Problema: Min-E/OU(k, 1)

Parémetros: Dois inteiros positivos k e r.

Instancia: Um grafo E/Ou G=(V, E) aciclico, conexo e ponderado com um vértice fonte s € V(G),
tal que cada vértice v possui um rotulo f(v) € {E, Ou}, cada arco e possui um peso inteiro

t(e) = 1, e cada vértice com rétulo Ou possui no maximo r arcos de saida de mesmo peso.
Questdo: Determinar se existe um subgrafo-solu¢cdo H = (V' E") de G tal que o somatorio dos pesos
dos arcos de H néo exceda k, atendendo a:

1. seV,

2. se veV'e f(v) = E, entdo todos os arcos de saida de v devem pertencer a E’;
3. se veV'e f(v) = Ou, entdo exatamente um dos arcos de saida de v deve pertencer a E".
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3.1 Tratabilidade Parametrizada para Min—E/OU(k, )

Dada a verséo parametrizada Min-E/Ou(k, r), deseja-se saber se esta versao é tratavel a luz
da teoria de complexidade parametrizada, ou seja, se é possivel obter a solu¢éo para o problema em
tempo f(K)n%, onde K € o conjunto formado pelos parametros k e r (K = {k,1}).

Para provar que o problema Min-E/Ou(k,r) é FPT, é utilizado o método de redugédo a um
nucleo do problema. A ideia principal deste método é reduzir, em tempo polinomial, uma instancia
I do problema a uma instancia I', tal que uma solugdo para I’ possa ser apresentada como uma
solucdo para I, e o tamanho de I’ seja limitado por f(K). Dessa forma, a instancia I’ constitui um
nucleo do problema com cardinalidade constante, que pode ser exaustivamente analisada sem que o
tempo total do algoritmo ultrapasse f(K)n®.

Teoremal Seja G uma instancia do problema Min-E/Ou(k,r). E possivel obter um
nicleo de tamanho O((kr)**1) para este problema em tempo O(m).

Prova: Como prova, é apresentado um conjunto de regras de reducdo corretas e suficientes,
que podem ser aplicadas a instancia de entrada, em tempo O(m), construindo um nucleo de tamanho
menor ou igual a (kr)***:

Regra 1. Para todo vértice v; do tipo E, se Z,,jeov_r(vi,vj) > k, entdo remova v;.
4

Regra 2. Paratodo arco e € E(G), se 7(e) > k, entdo remova-o.

Regra 3. Para todo vértice v; # s, se 0 peso do caminho minimo de s até v; for maior que k,
entdo remova-o.

Regra 4. Se algum vértice tornou-se inatingivel a partir de s por caminhos orientados, entao
remova-o.

Regra 5. Se algum vértice inicialmente ndo-sumidouro tornou-se um sumidouro, entdo atribua
peso k + 1 atodos os seus arcos de entrada.

Regra 6. Se um vértice do tipo E teve um sucessor removido, entdo atribua peso k + 1 aumde
seus arcos de saida.

Seja G' o grafo resultante da aplicacdo das regras de reducéo.

A Regra 1 retira do grafo todos os vértices E tais que 0 somatorio dos pesos de seus arcos de
saida seja maior que k. Isto se deve ao fato de que estes vértices ndo podem fazer parte de um
subgrafo-solugdo de custo maximo k. Assim, todo vértice do tipo E de G, apds a aplicacdo da
Regra 1, terd no maximo k arcos de saida. Em seguida, a Regra 2 ¢ aplicada, retirando do grafo
todos os arcos de saida de peso maior do que k, pois estes arcos ndo poderdo fazer parte de um
subgrafo-solucéo de custo maximo k. Devido & aplicagdo da Regra 1, é facil ver que a Regra 2 é
aplicada apenas a arcos de saida de vértices do tipo Ou. Apoés a aplicacdo das Regras 1 e 2, G' tera
no maximo k pesos distintos de arcos. Logo, todo vértice Ou terd no maximo kr arcos de saida. A
Regra 3, por sua vez, retira do grafo todo vértice v; tal que o custo de um caminho minimo de s até
v; Seja maior do que k, pois se v; pertencesse a um subgrafo-solucdo, entdo um caminho de s até
v; deveria existir neste subgrafo e, consequentemente, este subgrafo teria peso maior que k.

Apdbs a aplicagdo das Regras 1, 2 e 3, se algum vértice v; tornou-se inatingivel a partir de s,
isto significa que todo caminho de s a v; passava por um vértice ou arco que ndo poderia fazer
parte de um subgrafo-solucdo de custo maximo k; logo v; deverd ser removido, o que é feito pela
Regra 4. Se algum Vértice v; inicialmente ndo-sumidouro tornou-se um sumidouro ap6s a aplicagao
das Regras 1, 2, 3 e 4, isto significa que nenhuma dependéncia de v; pode fazer parte de um
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subgrafo-solugdo de custo maximo k. Assim, v; também ndo poderd fazer parte de um
subgrafo-solucdo de G de custo méximo k. A Regra 5 atribui peso k + 1 atodo arco de entrada de
v;, impedindo assim que v; faca parte de um subgrafo-solu¢do de custo maximo k em H (este
vértice ndo é removido, para evitar a criacdo de novos sumidouros). A Regra 6 efetua processo
semelhante ao da Regra 5, para vértices do tipo E.

Conforme pode ser observado, as regras de reducdo alteraram e/ou removeram somente
vértices e arcos que ndo poderiam fazer parte de um subgrafo-solucdo de custo maximo k. Desta
forma, se o grafo G' possui um subgrafo-solucdo de custo maximo k, este também sera um
subgrafo-solucdo de custo méaximo k para G.

A aplicacdo das regras de reducdo demanda tempo O(m), 0 que pode ser verificado
observando-se cada regra isoladamente. A Regra 1 pode ser executada em tempo O(n + m), pois
sera necessario percorrer todos os vértices com rétulo E e seus arcos. A Regra 2 demandara tempo
0(m), uma vez que todos os arcos devem ser analisados. A Regra 3 poderéa ser executada em tempo
O(n + m), a partir do algoritmo DAG-Shortest-Paths (Cormen et al. 2002), pois G é um grafo
orientado aciclico. A Regra 4 também podera ser executada em tempo O(n + m) através de um
percurso genérico. A Regra 5 demandara tempo O(n + m) pois, no pior caso, para cada sumidouro,
seré necessario alterar o peso de todos os seus arcos de entrada. A Regra 6 demandara tempo 0 (n).
Como nenhuma regra tem complexidade superior a O(n + m) e o grafo é conexo, as regras de
reducdo podem ser aplicadas em tempo O(m).

No grafo resultante G', o maior caminho minimo de s at¢é um sumidouro possui peso
maximo k, e cada vértice possui no maximo kr vizinhos de saida. Desta forma, G’ tera nimero
maximo de vértices se: (i) todos os vértices ndo-sumidouros possuirem grau de saida igual a kr; (ii)
ndo houver vértices com vizinhos de saida em comum; (iii) o custo de um caminho minimo de s a
qualquer sumidouro for k. Em outras palavras, G’ tera nimero maximo de vértices quando for uma
arvore (kr)-aria cheia de altura k + 1. Portanto, o nmero de vértices de G’ é O((kr)k*1).

Como (i) as regras de reducdo podem ser aplicadas em tempo polinomial O(m), (ii) o
tamanho do grafo resultante G’ esta em funcdo dos parametros k e r, e (iii) um subgrafo-solucéo de
custo maximo k' em G’ equivale a um subgrafo-solucdo de custo maximo k' em G, concluimos
que o subgrafo G’ € um nicleo para o problema Min-E/QOu(k,r). O

Sabendo que o problema Min-E/Ou(k,r) possui um ndcleo de tamanho f(kr), cabe
observar o Corolario 2.

Corolario 2 Min—-E/OU(k,r) € FPT.

Prova: O resultado segue diretamente do Teorema 1, pois, uma vez obtido em tempo 0(m)
um ndcleo de tamanho O ((kr)¥*1), este podera ser exaustivamente analisado sem que o tempo total
do algoritmo ultrapasse f(K)n®. 0

3 As verstes Exato—X-de-Y (k) e Min—X-de-Y (k)

Nesta secdo, é fixado um pardmetro k para o custo do subgrafo-solucéo, dando origem a

duas verséo parametrizadas do problema Min—X-de-Y: Min-X-de-Y(k)e Exato—X-de-Y (k). As
formulagdes destas versdes sdo apresentadas a seguir:
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Problema: Min-X-de-Y(k)

Parametro: Um inteiro positivo k.

Instancia: Um grafo X-de-Y G=(V,E) aciclico, conexo e ponderado com um vértice fonte

s € V(G), onde cada vertice v; possui um rotulo x;-y;, 0 < x; < y; e y; = |0,,], e cadaarco e
possui um peso t(e) = 1.

Questdo: Determinar se existe um subgrafo-solu¢cdo H = (V' E") de G tal que o somatorio dos
pesos dos arcos de H ndo exceda k, atendendo a:

1. seVvy,
2. paratodo v; € V', x; dentre seus y; arcos de saida devem pertencer a E'.

Problema: Exato—X-de-Y(k)

Parametro: Um inteiro positivo k.

Instancia: Um grafo X-de-Y G=(V,E) aciclico, conexo e ponderado com um vértice fonte

s € V(G), onde cada vertice v; possui um rotulo x;-y;, 0 < x; < y; e y; = |0,,], e cadaarco e
possui um peso t(e) = 1.

Questdo: Determinar se existe um subgrafo-solucdo H = (V' E") de G tal que o somatorio dos
pesos dos arcos de H seja exatamente k, atendendo a:

1. sevy,
2. paratodo v; € V', x; dentre seus y; arcos de saida devem pertencer a E’.

3.1 Intratabilidade Parametrizada para Exato—X-de-Y (k) e Min—X-de-Y (k)

Dentre as classes pertencentes a W-hierarquia, a classe W[1] é a classe atualmente mais
estudada. Diversos problemas ja foram provados como W[1]-completos e W[1]-dificeis. Um
problema WI[1]-dificil pode ser solucionado em tempo f(K)n® se e somente se P = NP. Um
exemplo de problema W[1]-completo é o problema Clique(k) (Flum e Grohe 2006), onde é
fixado um parametro k para o tamanho da clique.

O resultado a seguir diz que o problema Clique( k) pode ser transformado
parametricamente no problema Exato—X-de-Y (k). Uma transformacdo paramétrica é uma reducéo
computada em tempo f(K)n%*, onde o conjunto de parametros resultantes K’ é uma funcéo
arbitréria do conjunto de parametros K.

Teorema 3 Clique(k) é transformavel parametricamente em Exato—X-de-Y (k).

Prova: Dada uma instancia G de Clique(k), é possivel transforméa-la em uma instancia G’
de Exato—X-de-Y (k') da seguinte forma:

Seja G' um grafo inicialmente vazio.
* Cria-se um vértice fonte s;
» Cria-se um conjunto de vértices {uy,us,...,uy,}, vizinhos de saida de s;
« Para cada vértice u;, criam-se dois vizinhos de saida: z; e w;;
* Para cada vértice z;, cria-se um arco (z;, w;) se e somente se (vj,v;) € E(G);
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» Para cada vértice w;, cria-se um vizinho de saida sumidouro t;.
* Atribui-se peso 1 a todos os arcos criados.

A rotulacdo dos vértices sera dada da seguinte maneira:
* s terarétulo k-n, onde n = |V (G)|.
* Todo vértice u; tera rétulo 2-2.
* Todo vértice w; terd rétulo 1-1.
* Todo vértice t; tera rétulo 0-0.
« Cada vértice z;, tal que d(v;) = k — 1, é rotulado com (k — 1)-d(v;).
» Cada veértice z;, tal que d(v;) < k — 1, é rotulado com d(v;)-d(v;).

Considerando que a criacdo de cada vértice e arco demandatempo 0(1), a construgdo acima
poderd ser executada em tempo O(n + m), uma vez que serd necessario, para cada vértice de G,
apenas percorrer todas as suas arestas. Logo, a transformacéo é feita em tempo f(k)n®.

A Figura 6 ilustra um grafo G e seu respectivo grafo X-de-Y G’, obtido através da
transformacdo acima, onde k = 3 (0s pesos dos arcos do grafo X-de-Y G’ foram omitidos para
simplificacdo da figura).

Vi Vs

(a)

Figura 6: Transformacdo paramétricade G em G'.
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Como pode ser observado, o grafo G foi transformado em um grafo G', onde n' = 4n + 1.
Sera demonstrado a seguir que G possui uma clique de tamanho k se e somente se G' possui um
subgrafo-solucdo de custo k' = k2 + 3k.

Se G tem um conjunto de Vvértices {vy,vy,..., v} que formam uma clique C, um
subgrafo-solucdo H de G’ pode ser construido da seguinte forma: como s é um vértice de rétulo
k-n, escolhe-se {u;,u,,...,ux} como os vizinhos de saida de s em H. Como cada um desses
vértices tem rétulo 2-2, os veértices {wy,w,,...,wi} € {z1,2,,...,2;} também fardo parte do
subgrafo-solucdo H. Como cada vértice w; é um vértice 1-1, 0s vértices {tq,ty,...,t;} também
fardo parte do subgrafo H. Neste ponto, H jatem custo 4k, pois cada um de seus arcos tem peso 1.
Como cada vertice z; depende de k — 1 vizinhos de saida, € escolhido para z; um vértice w; se e
somente se v; pertence a clique C em G (os arcos de saida dos vertices zy, zy, ..., z, adicionam
custo k(k — 1) a H). Como, para cada vértice z;, foram escolhidos somente vértices w; que ja se
encontravam em H, o custo de H sera k(k — 1) + 4k = k? + 3k.

Suponha, por contradicdo, que G’ tem um subgrafo-solugdo H decusto k' = k% + 3k,e G
ndo possui uma clique de tamanho k. Entdo, o subgrafo H tera pelo menos k vertices wj, pois cada
um dos k vértices u; tera um vizinho de saida w;. Como G ndo possui uma clique de tamanho k,
entédo, pelo menos para um vertice z;, foi escolhido um vértice w; novo, pois caso contrario G teria
tal clique. No entanto, se H possui k + 1 vértices w;, em H temos que: (i) o vértice s possui k
vizinhos, e portanto os arcos de saida de s adicionam custo k a H; (ii) cada um dos k vértices u;
possui 2 vizinhos de saida, o que adiciona custo 2k a H; (iii) cada um dos k vértices z; possui
k — 1 vizinhos de saida, adicionando portanto custo k(k —1) a H; (iv) cada um dos k + 1
vertices w; possui 1 vizinho de saida, o que adiciona custo k + 1 a H. Sendo assim, tem-se no total
T(H) =k + 2k + k(k— 1) + (k+ 1) = k? + 3k + 1 (uma contradicdo, pois foi assumido que H
tem custo exatamente k' = k? + 3k).

Logo, G possui uma clique de tamanho k se e somente se G’ possui um subgrafo-solugdo
de custo extamente k'. I

Corolario 4 Exato—X-de-Y (k) € W[1]-dificil.
Prova: Segue diretamente do Teorema 3. o

A Figura 7 ilustra uma clique de tamanho k = 3 e o subgrafo-solucdo de custo k' = 18,
para os grafos G e G', respectivamente, apresentados na Figura 6.

Corolario5 Min-X-de-Y (k) ¢ W[1]-dificil.

Prova: A prova deste corolario é baseada na reducdo do Teorema 3 Clique(k), no entanto
efetuando a seguinte ponderacdo ao grafo:

ese d(v;) <k—1,entdo 7(s,u;) = k? + 3k + 1;

*se d(v;) = k—1,entdo t(s,u;) = 1;
» todas 0s demais arcos terdo peso 1. o
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(a) (b)

Figura 7: (a) Clique de tamanho 3. (b) Subgrafo-solucdo de custo 18 em G'.

4 Consideracdes Finais

Grafos E/Ou séo estruturas de dados que possibilitam a modelagem de diversos problemas
reais, de forma que solugdes para estes problemas possam ser buscadas computacionalmente. Grafos
X-de-Y, por sua vez, sdo estruturas que generalizam os grafos E/Ou, capazes de modelar mais
facilmente uma gama maior de problemas.

Neste trabalho foram abordados dois problemas relativos a esses grafos, Min-E/Ou e
Min—X-de-Y, pois subgrafos-solucdo geralmente sdo interpretados como um roteiro a ser seguido
para a solucdo de um problema.

Estudos sobre a complexidade do problema Min-E/Ou tém sido feitos desde a década de
1970, quando Sahni apresentou uma prova de NP-completude para Min—E/Ou. No entanto, poucos
avangos haviam sido feitos no que diz respeito a novas abordagens para esses problemas.

Sob o ponto de vista da complexidade parametrizada, uma teoria recente e promissora para o
tratamento de problemas NP-dificeis, foi provado que o problema Min-E/Ou é tratavel por
parametro fixo, quando fixados um pardmetro k para o custo maximo do subgrafo-solucdo e um
pardmetro r para o nimero de arcos de saida de mesmo peso para 0s vértices do tipo Ou. Também
foi mostrado que as versdes Min—X-de-Y (k) e Exato—X-de-Y(k) do problema Min—X-de-Y séo
W[1]-dificeis, o que significa que o problema Min—X-de-Y permanece intratavel mesmo fixado um
pardmetro k para o custo.
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